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LOGICISMO, FORMALISMO E CONSTRUTIVISMO

* Carlos Jeremias Klein

RESUMO:

Este trabalho enfoca as trés principais correntes da Filosofia da Matematica
surgidas nos séculos XIX e XX: a logicista, pretendendo reduzir a Matemdtica a Légica;
a formalista, segundo a qual os teoremas sdo deduzidos dos axiomas segundo leis I6gicas,
embora os axiomas nab sejam, necessariamente, principios I6gicos; e a construtivista, na
qual ndo vale, por exemplo, o "principio do terceiro excluido’ da Iégica cldssica.

ABSTRACT

This study focuses on  the three principal trends of Mathematical Philosophy
in the XIX and XX centuries: the logicist, which aims at the reduction of mathematics
to logic; the formalist, according to which the theorems are deduced from the
axioms according to logic laws, although the axioms are not, necessarily. logic
principles; and the constructivist, in which, for example, "the principle of the third
excluded", of the classic logic, is not valid.
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INTRODUCAO

O desenvolvimento, nao apenas das ciéncias naturais ¢ humanas, mas também
das ciéncias formais, nos séculos XIX e XX, levou um grupo de I6gicos e matemdticos 2
"pesquisa sobre 0s fundamentos"' da Matemitica.
Na primeira metade do século XIX, com Carl F. Gauss, Janos Bolyai, N. Lobatchevski
e Bernhard Riemann, surgem as geometrias ndo-euclidianas. Na segunda metade aparecem as
contribui¢des de Gottlob Frege e Bertrand Russell na defini¢iio de "nimero", de Giusepe Peano
na construgdo do conjunto dos ndmeros naturais a partir de cinco axiomas, bem como a
reformulagdo axiomatica da geometria euclidiana por David Hilbert.

A pesquisa sobre os fundamentos’ fez surgir, na Filosofia da Matematica, trés

correntes principais: o logicismo ou platonismo, o formalismo e o construtivismo ou
intuicionismo.

* Docente do Departamento de Ciéncias Exatas - CESULON, Mestre em Matemdtica e
Especialista em Filosofia.

U'Ver REALE, G.; ANTISERI, D. Histéria da Filosofia, vol. III. Sdo Paulo, Edicdes Paulinas,
1991, p.965.
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1. Logicismo ou Platonismo

Alguns nomes célebres ligados a essa corrente sao Gottlob Frege (1848-1925),
Bertrand Russell (1872-1970) e Alfred North Whitehead (1861-1947). Os dois Gltimos
publicaram, entre 1910 e 1913, em trés alentados volumes, a célebre obra Principia
Mathematica.

Os logicistas consideram a Matemadtica parte da Ldgica. Assim, segundo
Russell "toda Matematica pura trata exclusivamente de conceitos definiveis em termos
de um nimero muito reduzido de conceitos 16gicos fundamentais e, todas as suas
proposicoes, sdo redutiveis a um ndmero muito pequeno de principios légicos"z. A
proposta dos logicistas se consolidaria se se mostrasse que "todas as afirmacdes da
Matematica fossem proposi¢des 16gicas’.

Alguns problemas, contudo, surgem. O chamado "principio do terceiro
excluido", da l6gica cldssica, tem o seguinte enunciado: Uma proposi¢ao € verdadeira
ou € falsa, excluindo-se qualquer outro valor [6gico. Afirmagdes do tipo "os individuos
pertencentes a classe X tém o predicado Y" ndo criam maiores complicac¢des. Tal ndo
€ o caso, porém, de proposi¢des da forma "Os predicados X tém o predicado Y". Um
exemplo cldssico é o chamado Paradoxo de Russell: Seja A o conjunto de todos os
conjuntos tais que o proprio A ndo figura entre seus elementos. Pede-se, agora: A
pertence a A? Tanto a resposta afirmativa quanto a negativa levam a paradoxos.” Eis
uma versdo popular deste paradoxo, do préprio autor: "definamos um barbeiro de aldeia
como aquele que faz a barba de todos aqueles que ndo se barbeiam sozinhos"* Qualquer
resposta a pergunta: "Quem barbeia o barbeiro?" € contraditoria.

Bertrand Russell propds uma saida para evitar problemas como o de seu
paradoxo mencionado, a saber, a Teoria dos Tipos: ha uma hierarquia de entes na teoria
dos conjuntos, a pertinéncia, que relaciona entes do tipo n com entes do tipon+ 1. A
eliminagd@o do paradoxo, contudo, fez-se a custa de novo axioma, restritivo, que parece
deixar inacabada a proposta de logiciza¢cao da Matematica.

A posigio filosofica dos logicistas pode ser denominada “platonista’, ou seja,
postula a existéncia real dos “entes’ matemadticos: "A Aritmética precisa ser descoberta
exatamente no mesmo sentido em que Colombo descobriu as Indias Ocidentais, e ndo
criamos nimeros, assim como ele nao criou os indios...Tudo o que puder ser imaginado
éxiste, e o ser € anterior € nao o resultado do fato de ter sido pensado™.

2. O formalismo de Hilbert

David Hilbert (1862-1943) € o expoente da escola formalista. Os formalistas
ndo propdem reduzir a Matemdtica a Logica. Os teoremas sao demonstrados a partir dos

’ Apud KORNER, S. Introduction a la Filosofia a la Matematica. Mexico, Siglo
Veinteuno, 1974, p. 42.

3 Esse paradoxo légico lembra o antigo "paradoxo do mentiroso":"Epiménides, o cretense,
diz que todos os cretenses sdo mentirosos" (REALE e ANTISERI, op. cit., p. 967), citado
também na Biblia, com excec¢do do nome (Tito 1,12).

4REALE, G.; ANTISERI, D., op. cit., p. 967.

4 Apud BARKER, S. F., Filosofia da Matematica. Zahar, Rio, 1976.
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axiomas, ou de outros teoremas, segundo leis da Légica, mas os axiomas ndo sio principios
16gicos. O papel desempenhado pela Logica naMatematica € o mesmo que nas demais ciéncias.

Na corrente formalista ndo faz sentido perguntar pela veracidade das
afirmag¢des matemdticas. Trata-se, na verdade, de um jogo, seguindo regras combinadas
pelos participantes (os axiomas). A existéncia de um ente matematico € admitida desde
que o0 mesmo seja definido de modo nao contraditério.’

Segundo Machado’, os fundamentos de Hilbert, influenciados pela filosofia
de Kant, sao: (a) A Matemdtica compreende descricdes de objetos e construgdes
extra-16gicas; (b) estas construgdes e estes objetos devem ser enlacados em teorias
formais em que a l6gica é instrumento fundamental; ¢) o trabalho do matematico deve
consistir no estabelecimento de teorias formais, que sejam consistentes, bem como cada
vez mais abrangentes, até que se chegue a completa formalizagido da Matematica.

A proposta formalista, no que tange ao item (c), ndo se manteve. Kurt Godel
(1906-1978), em seu trabalho Proposi¢oes Formalmente Indecidiveis dos "Principia
Mathematica" e de Sistemas Afins, de 1931, demostrou que:

ndo é possivel construir uma teoria axiomdtica dos niimeros que goze do cardter
completo pretendido por Hilbert...Gddel extrai o coroldrio: um calculo logico,
com poténcia suficiente para formalizar a Aritmética elementar, se for coerente,
é tal que, é indemonstrdvel a formula que expressa a sua coeréncia. Assim, nao
se pode obter a coeréncia da Aritmética usando os instrumentos pertencentes ao
sistema formal com que se expressa a Aritinética.

3. O construtivismmo ou intuicionismo

O matematico holandés L. E. J. Brouwer (1881-1966) pode ser considerado o
maior representante do construtivismo. Contrariamente aos logicistas, que admitem a
existéncia dos "entes" da Matemadtica Cldssica, os construtivistas somente aceitam a
daqueles que tiverem sido elaborados ou construidos pela mente humana. Rejeitam que
a Matemdtica possa ser reduzida a Légica, como querem os logicistas, bem como a
proposta formalista de que se trata de "regras de jogo’.

Os paradoxos surgidos, por exemplo, na teoria dos conjuntos, ao invés de
simples falhas passiveis de correc¢do, indicavam, segundo os construtivistas, que a
Matemadtica deve ser reconstruida a partir dos "fundamentos”, dos nimeros naturais 1,
2, 3, ... dos quais o ser humano tem uma intui¢do primordial’.

Desvinculando a Matemadtica da Ldgica, os construtivistas rejeitam o
"principio do terceiro excluido”, fundamental na l6gica cldssica. Admitem a construgdo
de enunciados significativos, aos quais ndao podem ser atribuidos um dos dois valores
16gicos: verdade ou falsidade. Brouwer deu um exemplo de um nimero real para o qual
€ impossivel demonstrar construtivamente se é zero, positivo ou negativo.

® Ver REALE, G.; ANTISERI, D., op. cit., p. 969.

1 MACHADO, N. J. Matematica e Realidade. Cortez., Sao Paulo, 1987.

$ REALE, G.; ANTISERI, D. op. cit., p. 971.

9 Cf. DAVIS & HERSH. A Experiéncia Matematica, Rio, Ed. Francisco Alves, 1985, p. 412.
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A adogdo do construtivismo empobreceria grandemente a Matemdtica. Por
exemplo, ndio se poderia usar a’demonstragio por reducio ao absurdo’, e belos teoremas
da Matematica Cldssica desapareceriam. Provavelmente, isto explique a rejei¢io dessa
corrente pela grande maioria dos matematicos.

Consideragades finais

Em interessante artigo As trés crises da Matemdtica: o logicismo, o
intuicionismo e o formalismo, Snapper relaciona as trés correntes do século XX as trés
escolas filoséficas da Idade Média: realismo ou platonismo, nominalismo e
conceptualismo. O logicismo propde, como o realismo, a "realidade" dos entes
matemdticos. O formalismo, ao considerar os enunciados matematicos "regras de jogo"
aproxima-se dos nominalistas, para os quais 0s conceitos "universais’ ndo existem senao
como ’nomes’. Os intuicionistas ou construtivistas, que aceitam somente as ’entidades’
criadas pela mente humana, por seu turno, lembram os conceptualistas.

Davis e Hersh, na interessante obra A Experiéncia Matemdtica, citando Monk,
apresentam alguns dados estatisticos: "o mundo matemdtico € habitado por 65% de
platonistas (logicistas), 30% de formalistas e 5% de construtivistas"'® e concluem com
uma bem-humorada observagao: "o matematico tipico é um platonista secreto com uma
madscara formalista que ele pde quando a ocasido pede. Os construtivistas sio uma
espécie rara, cujo status no mundo matemdtico parece, Por vezes, o de hereges
tolerados, cercados dos membros ortodoxos de uma igreja”.l
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