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"Sendo o pensamento criador a coisa mais importante que esta-
belece a diferenga entre o homem e 0 macaco, deveria ser tratado como
um bem mais precioso que o ouro e preservado com grande cuidado".

A.D.Hall, A Methodology for Systems Engineering.

RESUMO:

Apresentamos neste artigo algumas consideragdes sobre o conceito de fung@o,
bem como as conexdes entre os seus processos de ensino-aprendizagem na matemética
elementar e na matemdtica superior.

ABSTRACT

The goal of this paper is to present considerations on the concept of function
as well as the connections among the processes of teaching-learning in Mathematics in
elementary level ang higher education.

INTRODUCAO

As consideragdes que se seguem visam fundamentar nossos comentarios com
respeito a um questiondrio que nos foi entregue e no qual s@o colocadas vérias questoes
relativas ao processo de ensino-aprendizagem do conceito de fun¢@o na matemdtica de
primeiro e na de segundo graus. Uma vez que tal conceito surge nos mais diversos
campos da Matemidtica e das suas aplicagOes as Ciéncias da Natureza, procuramos
abordar o tema tendo em mente esta sua universalidade, como também as conexdes entre
o0s seus processos de ensino-aprendizagem na matemdtica elementar e na matemadtica
superior. O artigo se acha estruturado como se segue. Na se¢do | mostramos como
através dos processos de contagem ee de medida, o conceito de fungdo surge de maneira
bastante natural. Na segio I1, fizemos uma andlise critica dos processos de ensino-apren-
dizagem do conceito de fungdo na matemadtica elementar e na superior e das suas
conexodes com as aplicagdes as ciéncias da natureza. Na secdo III e dltima do artigo
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apresentamos de inicio algumas observagdes sobre uma divisio da matematica em
matematica de aproximagao, matemdtica de precisdo e de como a visdo que apresenta-
mos nas duas secdes anteriores aqui se reflete e de que modo tudo isto pode contribuir
para uma mudanca de consciéncia no que diz respeito ao processo de ensino-aprendi-
zagem da matemdtica como um todo nos seus diversos niveis de ensino. Em seguida
apresentamos alguns comentdrios sobre o questiondrio, tendo resultado uma nossa
proposta sobre os contetidos de matemitica atualmente distribuidos nos cursos de
primeiro e segundo graus no que diz respeito a quantidade, adequabilidade, atualidade
e principalmente qualidade.

PALAVRAS-CHAVES: Funcio, Ensino-aprendizagem.

KEY-WORDS: Function, Teaching-leamning processes.

I- OS PROCESSOS DE CONTAGEM E DE MEDIDA E O CONCEITO
DE FUNC;&O

Desde a mais remota antiguidade, contar, por exemplo quantos objetos possui
uma dada cole¢do ou quanto mede a drea de determinado terreno, sdo questdes com as
quais a humanidade sempre esteve envolvida. Mas de que maneira, questdes de natureza
tao pratica como as citadas, estao relacionadas com o conceito abstrato de fungao? Como
mostraremos nos argumentos que se seguem, o conceito de niimero ¢ precisamente o
elo que nos permite estabelecer tal conexdo. O niimero € a base de toda a Matemitica e
por conseguinte a linguagem de toda a Ci€ncia. Mas afinal de contas o que € um niimero?
Bem, existem distintas classes de niimeros: naturais, inteiros, racionais, irracionais,
reais, complexos, hipercomplexos, etc.. De todas estas classes de nimeros, a dos
nimeros naturais € a mais fundamental, no sentido de que, todas as proposi¢des
matemadticas podem ser redutiveis, em iltima andlise, a proposicoes relativas a tal
conjunto de nimeros. Eles sdo, assim, o pilar basico sobre o qual toda a estrutura da
matematica pode ser erigida. Como bem dizia 0 matematico alemio Leopold Kronecker
(1823-1890) «Deus criou os niimeros naturais, tudo o mais é obra do homem». Como
veremos, os nimeros naturais sdo a base do processo de contagem, enquanto que o
surgimento de grandezas incomensurdveis com uma dada unidade de medida, nos
permite considerar os nimeros irracionais, € com isto estabelecer o conjunto protétipo
das medidas do mundo real, os niimeros reais (nimero real em oposi¢io a nimero
imaginario). Passemos entdo a descrigao dos processos de contagem e de medida e de
que maneira tudo isto se relaciona com o conceito de fungao.

O Processo de contagem surge quando necessitamos conhecer a quantidade de
elementos de uma dada colecio ou conjunto de objetos. Ele consiste em estabelecer uma
correspondéncia um-a-um ou entre os elementos de tal cole¢do e o conjunto dos nimeros
naturais {1,2,...,n}, ou entre os seus elementos e todo o conjunto de nimeros naturais
N={1,2,3,...}. No primeiro caso o conjunto diz-se contdvel finito ou simplesmento
finito, sendo ent@o neste caso n o seu niimero de elementos; enquanto que no segundo
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caso, ele diz-se contavel infinito ou enumerdvel. Desse modo, e em geral, um conjunto
diz-se contdvel se ele for finito ou enumeravel. Um exemplo de conjunto finito € aquele
que consiste dos alunos matriculados em uma dada escola, enquanto que um exemplo
tipico de conjunto enumerdvel nos € dado pelos nimeros inteiros pares
{2,4,6,..}. No primeiro caso, a comespondéncia um-a-um estd dada
por 1> aj, 2¢3a2, ..., né>ap, onde n € 0 nimero de alunos da escola ou a cardinalidade
de tal conjunto. No segundo exemplo a correspondéncia um-a-um estd dada por n<2y
onde n € um nimero natural. No caso geral, se A for um conjunto enumerével, podemos
entdo explicitar os seus elementos na forma de uma sequéncia: ay, ag, a3 ... etc; sendo
este outro modo de conceituarmos conjunto enumerdvel. Neste caso, tal conjunto diz-se
possuir a cardinalidade do enumerdvel. Vemos assim que o conceito de niimero natural
¢ a base do processo de contagem, e desse modo o fundamento desse tipo particular de
fungdo.

O Processo de medida surge quando, por exemplo, desejamos obter uma
representagdo geométrica dos niimeros naturais sobre uma reta R. Para isto, devemos
primeiro selecionar, ainda que arbitrariamente, uma unidade de medida de comprimento
- centimetro, metro, polegada ou ano-luz (um ano-luz € a distancia que a luz percorre
em um ano) - a qual designamos a medida 1. Escolhida também uma origem 0, dispomos
0s nimeros naturais, a partir desse ponto, de modo que o niimero 1 esteja a uma unidade
de medida de 0, o nimero 2 a duas unidades de medida de 0 e assim por diante. Desse
modo, a imagem obtida dos nimeros naturais, nesta representagdo, € a de um conjunto
de pontos sobre a reta R dada, distribuidos de maneira esparsa e na qual a "distancia’
entre dois nimeros naturais consecutivos € igual 4 unidade de medida. Mais uma vez
obtemos uma correspondéncia um-a-um, desta feita entre os niimeros naturais e 0s
pontos da reta que os representam. Vale neste ponto salientar que, como bem disse
Kronecker, os niimeros naturais sdo uma ’criagio de Deus’, enquanto que sua repre-
sentagao geométrica numa reta, como uma colego de pontos dessa reta, isto j4 € *obra
do homem’ (e da mulher também! Por que nio?)

Da representagio geométrica dos nimeros naturais assim obtida vemos que
aqueles pontos da reta R, situados entre dois quaisquer naturais consecutivos, ndo
correspondem a nenhum niimero natural. Desta forma, para que tenhamos uma corres-
pondéncia um-a-um entre tais pontos e o sistema de niimeros, devemos considerar outras
classes de nimeros que nao os naturais. Esta extensdo primeiro se dd4 em nossa vida
didria no processo de medir grandezas outras que nio de comprimento, tais como, drea,
volume, massa, tempo, etc.. Para isto, reduzimos de inicio o processo de medida aquele
de contagem. Como fizemos antes, também aqui selecionamos, de maneira arbitraria,
uma unidade de medida - centimetro, quilometro, grama, kilo, ou segundo - a qual
designamos a medida um. Em seguida contamos o nimero dessas unidades as quais
juntas perfazem a grandeza a ser medida. Pode ocorrer que ao pesarmos um dado pedago
de madeira, por exemplo, resulte em exatas 450 g; mas em geral, entretanto, 0 processo
de contar as unidades pode nao resultar numa medida exata da grandeza dada e o méximo
que podemos dizer € que a sua medida situa-se entre dois miltiplos sucessivos dessa
unidade, digamos entre 449 e 451 gramas. Quando isto ocorre, 0 passo seguinte consiste
em se introduzir novas sub-unidades, obtidas subdividindo a unidade original em um
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ro, digamos, de n partes iguais. Por exemplo, o grau pode ser subdividido em
igraus, centigraus, miligraus; o metro, em decimetro, centimetro, milimetro; a hora,
| minutos. segundos, etc.. Em termos matemiticos, entretanto, uma sub-unidade
a dividindo-se a unidade original em n partes iguais é denotada por 1/n; e se uma
‘dada grandeza contém exatamente m dessas sub-unidades, sua medida é denotada por

”fﬁsw simbolo € chamado uma fragdo ou a razio entre os niimeros naturais m e n. A

Seguinte e decisiva etapa s6 foi conscientemente tomada ap6s séculos de imenso esforgo:
‘0 simbolo m/n foi destituido de sua referéncia concreta ao processo de medida e as
idezas medidas, e em vez disso ele foi considerado como um niimero puro, uma
‘entidade em si mesma, tratada no mesmo pé de igualdade que os niimeros naturais.
do m e n sdo mimeros naturais, o simbolo m/n é chamado nimero racional
onal significando a proporgao relativa das medidas de duas grandezas).
De posse da representacdo geométrica dos niimeros naturais obtida anterior-
te, podemos proceder a interpretagdo geométrica dos racionais (positivos), sobre a
sma reta R. Para representar fragdes com denominador n, dividimos cada um dos
mentos de comprimento unitirio em n partes iguais; os pontos da subdivisdo
resentam entio as fragbes com denominador n. Agora fazendo isto para todo niimero
ural n, resulta que todos os mimeros racionais (positivos) serdo representados por

1 estabelecida uma comespondéncia um-a-um entre os nimeros racionais m/n € 0s
tos racionais da reta R. Duas caracteristicas dos niimeros racionais sobressaiem-se
relagdo aos niimeros naturais. Em primeiro lugar, entre dois niimeros naturais dados
ndo existir nenhum outro niimero natural; mas seguramente, entre dois quaisquer
onais a e b sempre existem infinitos nimeros racionais; pois, o ponto médiode a e
¢=(a+b)/2 € racional e situa-se entre a e b. Tomando os pontos médiosde aec, de b
¢ e continuando com este processo, podemos obter qualquer nimero de pontos
racionais entre a ¢ b. Por outro lado, enquanto que os niimeros naturais sdo representados
esparsamente sobre areta R, os racionais estdo profusamente distribuidos sobre ela. Isto
€ facil de se mostrar, bastando observar que todo ponto de R € ou uma extremidade ou
um ponto interior de um dos intervvalos unitirios da subdivisdo que consideramos antes.
Subdivindo-se cada um desses intervalos em n partes iguais, obtemos uma subdivisao
de R em intervalos de comprimento 1/n por pontos racionais da forma m/n. Desse modo,
todo ponto P de R € entao ou um ponto racional da forma m/n ou est4 entre dois pontos
racionais sucessivos m/n e (m+1)/n da subdivisdo. Desde que pontos sucessivos da
subdivisdo estao a 1/n unidades um do outro, segue-se que podemos encontrar um ponto
racional m/n cuja distincia de P ndo excede 1/n unidades. Observemos que embora ndo
estejamos afirmando que tedo ponto de R seja racional (e de fato ndo o é!), no entanto
pontos racionais podem ser encontrados arbitrariamente proximos de qualquer ponto P
de R, sendo este o significado emprestado quando dizemos que os pontos racionais estio
profusamente distribuidos nareta R ou em outras palavras tal conjunto de pontos é denso
nareta R.Muito embora os pontos racionais se encontrem profusamente distribuidos em
R, no entanto tal conjunto de pontos esti em correspondéncia um-a-um com os naturais;
quer dizer, tal conjunto € enumerdvel. Esta foi uma das primeiras descobertas de Georg
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Cantor em sua andlise do infinito. Antes de apresentarmos a demonstragio deste fato,
devemos observar que os pontos racionais de R ou o que € 0 mesmo, os nime
racionais, ndo podem ser arranjados em "ordem de tamanho”, como fazemos com o/
naturais, dizendo que r € o primeiro nimero racional, s o seguinte maior que s, e assim
por diante; porque existem infinitos racionais entre quaisquer dois dados, e desse modo
nao existe "o maior seguinte”. Mas, como mostraremos em seguida, é possivel escrever

0s nimeros racionais como uma sequéncia I, Iz, I3, ... tal como fizemos com 0§
naturais; na qual temos descartado a relagao de magnitude entre elementos sucessivos,
Nesta sequéncia existird um primeiro nimero racional, um segundo, um terceiro, efc. e
todo nimero racional aparecerd exatamente uma vez. Vamos apresentar a demonstragio
para 0s numeros racionais postivos.

4

Todo nimero racional positivo é da forma m/n onde m e n sdo nimeros.
naturais, e todos esses niimeros podem ser postos em um arranjo matricial infinito no
qual, como regra, m/n se situa na m-ésima coluna e n-ésima linha. Por exemplo 3/8 se
situa na 3a. coluna e 8a. linha de tal arranjo de niimeros. De acordo com esta regra, 0§
nimeros naturais m/1 se acham na la. linha; os nimeros da forma m/2 na 2a. linha; os
da forma m/3 na 3a. linha e assim por diante. Evidentemente que ocorrerao nesta matriz,
repeti¢des. Por exemplo, o nimero 2 aparece na 1a. linha e 2a. coluna e também como

4/2, 8/4, etc.. Eliminando-se tais repetigdes podemos escrever a sequéncia I'1q, I'21, T2,

I3, 131,41, 32, ..., onde Tji representa o elemento situado na j-ésima coluna e i-ésima
linha; ou o que é 0 mesmo: 1, 2, 1/2, 1/3, 3, 4,3/2, 2/3, ... a qual contém cada nimero
racional positivo, uma e uma tnica vez. Isto entio estabelece (ue oS racionais positivos
540 enumeraveis.

Isto posto, uma questdo que se coloca naturalmente € a de se saber se existe
uma correspondéncia um-a-um entre os pontos de R e os seus pontos racionais. Esta
questao foi respondida de maneira negativa pelos matemiticos e fil6sofos gregos da
Escola Pitagérica, cinco séculos antes de Cristo. Eles fizeram a surpreendente e
profundamente excitante descoberta que existem grandezas as quais ndo sdo comensu-
riveis com uma dada unidade. Em particular, existem segmentos de reta os quais ndo
sao multiplos racionais de um dado segmento unitdrio. Desse modo, muito embora os
numeros racionais estejam distribuidos densamente sobre a reta R, eles ndo sio sufi-
cientes, como uma base tedrica, para o processo de medida expresso por niimeros. Duas
grandezas cuja razdo é um nimero racional sio chamadas "comensurdveis", porque elas
podem ser expressas como miiltiplos inteiros de uma unidade comum. Esta revelagdo
dos Pitagéricos, foi um evento cientifico da mais alta importancia, a qual com certeza
afetou profundamente a matemitica e a filosofia desde esses tem pos até os dias de hoje.

Um exemplo de um comprimento incomensurével com a unidade consiste da
diagonal de um quadrado com lados de comprimento unit4rio; pois pelo teorema de
Pitdgoras, 0 quadrado deste comprimento deve ser igual a 2. Desse modo se d fosse um

niimero racional e consequentemente igual a m/n, onde m e n sdo niimeros naturais,

m2

teriamos d* = —5 = 2. Podemos admitir que m e n ndo tem fatores em comum, pois se
n
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isto ocorrer eles seriam cancelados desde o inicio. Desta forma de m’= 20, segue-se
que m’ € um nimero par; portanto m deve ser par, digamos m=2k. Substituindo este
:ji_\"gler de m em m> = 2n” resulta que 2n% = 4k? e assim n” = 2k> é um nimero par e
‘consequentemente n é par. Isto prova que m e n tem ambos o fator 2. Entretanto, isto
contradiz nossa hipGtese de que m e n ndo tem fatores em comum. Desde que a suposigao
de que a diagonal pode ser representada por uma frago ou mimero racional conduziu
auma contradigdo, ela € portanto falsa. Desse modo o simbolo V2 ndo pode correspon-
der a qualquer ponto racional da reta R ou o que € 0 mesmo a nenhum nimero racional.
Assim, o sistema de pontos racionais da reta R, enquanto denso, ndo cobre todo o eixo
numérico. Na realidade, as grandezas incomensuriveis s3o, como veremos em seguida,
mais comuns que as comensurdveis. Uma vez que nosso principio orientador em
introduzir as fragdes ou nidmeros racionais (positivos), foi o processo de medir compri-
mentos por nimeros, e como desejamos a continuidade de tal principio ao lidarmos com
grandezas incomensurdveis com uma unidade, para que exista uma correspondéncia
um-a-um entre nimeros por um lado e pontos da reta R por outro, € necessario introduzir
08 nimeros irracionais; os quais, irao representar 0s segmentos incomensurdveis com a
unidade. Devemos chamar a atengdo para o fato de que temos considerado até o
‘momento somente aqueles nimeros, racional ou irracional, ditos positivos; pois, 0s
‘mesmos tem sido introduzidos através dos processos bdsicos de contagem e medida, o
que € natural. No entanto, quando doravante nos referirmos aos sistemas numéricos
@gtaremos levando em conta também os nimeros negativos, que sio representados no
eixo R, 2 esquerda da origem O. Eles s3o entdo introduzidos através do processo de
simetria com respeito a origem O e devem assim ser considerados. Foi admitido entéo,
por uma questdo de rumo, que a cada ponto sobre a reta R lhe corresponde de modo
tinico um nimero racional ou irracional e esta totalidade de niimeros reais foi denomi-
nada o "continuum real” e denotado com a mesma letra R, com a qual temos designado
0 nosso eixo de representagdo dos nimeros desde o inicio. Além disso foi admitido
também que tais nimeros reais obedecem as mesmas leis aritméticas que aquelas dos
niimeros racionais. Somente no século dezenove, através dos trabalhos de Cantor,
Dedekind e outros, as bases de tal sistema de mimeros foram assentadas, e a partir dai
o sistema de nimeros reais tornou-se um consistente € completo instrumento para
medidas cientfficas, permanecendo validas, como ji salientamos, as regras de célculo

do sistema dos nimeros racionais.

Como salientamos anteriormente, as grandezas incomensurdveis sio mais
comuns do que as comensurdveis. [sto serd posto em evidéncia mostrando-se que o
conjunto de todos os nimeros reais nio é enumeravel. Em outras palavras, a totalidade
dos nimeros reais apresenta um tipo radicalmente diferente de infinito que aquele dos
nimeros naturais ou dos niimeros racionais. A prova, engenhosa e indireta de Cantor,
deste fato tem permanecido um modelo para muitas demonstragdes matematicas, tendo
passado 2 posteridade sob a denominagio de "processo diagonal de Cantor” . Desejamos
demonstrar que o conjunto dos nimeros reais R ndo € enumerdvel e comegamos

admitindo que R fosse enumerdvel, o que significa que todos os nimeros reais podem
ser dispostos numa sequéncia do tipo:
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X1 =Nj,ajazaz..
X2 =Nz, b1 babs...
X3=N3,c1c203...

onde os N's denotam as partes inteiras e as letras pequenas denotam os digitos apés a
virgula. Para evitar ambiguidades na numeragdo acima, tais como 0,5 e 0,4999..
representando 0 mesmo niimero racional, substituiremos todas as fracdes finitas por seu
equivalente ndo-finito, como no exemplo considerado. O ponto essencial da demons-

tragdo € construir um novo nimero x o qual nio esteja incluido nesta sequéncia. Sendo

assim, x € definido por um algoritmo que recebeu 0 nome de "processo diagonal de
Cantor". Seja entdo

x =0, abed ...,

onde escolhemos o digito a o qual difere de a; e também nio é zero nem nove
(para evitar possiveis ambiguidades tais como: 0,999... = 1,000...); o.digito b diferente
de b2 e mais uma vez também de zero e nove; similarmente c diferente de c3, e assim
por diante. Observe que aj, bz, ¢3, sdo os elementos diagonais. Dai 0 nome "processo
diagonal”.

Portanto, o nimero real x acima definido através de uma fragio decimal com
um nimero infinito de algarismos significativos € distinto de qualquer dos nimeros da
sequéncia X1, X2, X3, ...; porque, duas fragdes decimais com um nimero infinito de
« algarismos significativos sdo iguais se, e somente se, forem identicos algarismo por
algarismo; porém, x difere de X1 no primeiro digito ou algarismo, de X2 no segundo
digito e, em geral, de Xn no n-ésimo. Desta forma, provamos assim a existéncia de um
nimero real X que ndo estd na sequéncia apresentada e isto contradiz a suposigao de que
o conjunto dos nimeros reais € enumerdvel. Assim, a suposigio de que uma enumeragao
dos nimeros reais € possivel, mostra-se inatingivel, e portanto a sua negacio, isto é, a
afirmag@o de Cantor de que o conjunto dos niimeros reais € ndo enumerével é verdadeira.
Portanto, jd que o conjunto dos mimeros reais R € a unido disjunta dos ndmeros racionais
e irracionais e por ser o primeiro de tais conjuntos enumer4vel, segué-se que existem
mais pontos irracionais na reta R que racionais; assim as grandezas incomensuréveis
S30 mais comuns que as Comensuraveis.

As consideragdes anteriores sobre os processos de contagem e de medida nos
conduziram, quando da representagdo, sobre uma dada reta R, dos ndmeros naturais,




E CULTURA, ANO 10, N® 21 32

racionais e reais, de modo completamente natural ao importante conceito de correspon-
déncia um-a-um ou biunivoca, a qual contém em si mesma o préprio conceito de fungio
e uma sua classificagdo. De fato, quando, por exemplo, "estabelecemos” a correspon-
dénma um-a-um entre os nidmeros reais, o qual denotaremos nos argumentos que se
seguem por Ro, e os pontos da retaR, isto pode ser formalizado escrevendo-se
f: RoR, onde todo numero real x de Ro corresponde a um e somente um ponto P da
reta R, e reciprocamente, todo ponto P de R corresponde a um inico nimero real x de
Ro. Na realidade quando afirmamos que para todo x de Ro , existe um unico ponto P
de R, e portanto bem definido, estamos explicitando o proprio conceito de fungio. Mas
isto € a metade da histéria. A outra parte nos diz que para todo ponto P de R existe um
niimero real x de Ro que lhe corresponde, ou seja, tal que f(x)="P; e temos desse modo
que a fungdo € sobrejetiva. Além disso, tal x de Ro e para o qual f(x) =P nao pode provir
rnﬁmeros reais distintos x e y de Ro; ou ainda, se os niimeros reais x e y de Ro
sio tais que x # y , entdo f(x)= f(y) na reta R; e temos desta forma que a fungdo f é
jetiva. Uma fungdo que é simultaneamente injetiva e sobrejetiva é denominada, como
mos, fungdo bijetiva. Isto posto, outro nome para correspondéncia um-a-um ou
voca entre dois conjuntos € o de fungio bijetiva. Devemos acrescentar a tudo isto
que em toda a matemdtica e suas aplicagdes as ciéncias da natureza, essencialmente
alhamos com dois tipos gerais de fungdo: as fungdes cujos dominios sdo discretos
(e.g. os naturais) e as fungdes cujos dominios s30 um continuum (e.g. 0s nimeros reais),
0 que € bastante natural dentro da abordagem que temos apresentado. Um conjunto X
de pontos da reta R diz-se "discreto” se todos os seus pontos forem isolados, quer dizer,
dado x em X existe um intervalo da forma (x-r, x+r), para algum r ; 0, tal qual que (x-r,
x+1)=[x). Exemplos de conjuntos discretos s3o os conjuntos com um nimero finito de
_e]emcnlos. os nimeros naturais, etc.. Por outro lado, um "continuum" de pontos de R é
um conjunto X que s6 possui um pedago e ndo apresenta falhas ou buracos. Exemplos
de tais conjuntos sao os intervalos da reta, a propria reta, etc.. As fungdes f: N = R,
onde N € conjunto dos mimeros naturais € R o conjunto dos mimeros reais, sdo
- denominadas de sequéncias e as mesmas sio de grande utilidade no estudo das fun¢tes

f:R — R, ou seja, das fungdes definidas no continuum real.

Uma vez que o conceito de fun¢io ocupa um lugar proeminente em todo o
sistema de ensino da matematica, vamos encerrar estas consideragdes iniciais apresen-
tando um esbogo do seu desenvolvimento histérico. Seguindo tal desenvolvimento
observamos que o conceito de fungao era somente utilizado em exemplos isolados tais
como poténcias, fun¢des trigonométricas, etc., como fizeram Leibnitz e os Bemnouillis.
Uma formulagdo geral de tal conceito surgiu pela primeira vez no século dezoito. Euler,
em torno de 1750, encontrou duas explanagtes diferentes de palavra fungdo. Em sua
obra Introductio, ele define, y como uma funggo de x, a toda expressao analitica em x;
quer dizer, toda expressao a qual € constituida de poténcias, de logaritmos, de exponen-
cial, etc. de x; mas ele nao indica precisamente que combinacio de tais expressoes
devem ser admitidas. Entretanto, ele ji faz a divisdo, hoje familiar, em fungdes
algébricas e transcendentes. Ao mesmo tempo, para Euler, uma fungao y(x) era definida
quando uma curva qualquer era tragada em um sistema x, y de coordenadas; quer dizer,
uma fungéo era uma "curva quaecunque libero manus ductu descripta”. Lagrange, em
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torno de 1800, em sua ' Théorie des Fonctions Analytiques’, restringe a nogio de funcao,
em comparagao com a segunda definigio de Euler, confinando-a as assim chamadas
"fungdes analiticas", as quais sdo definidas por séries de poténcias em x, que nada mais
sd0 que polindmios de "grau infinito"; quer dizer, v=P(x)=ag+a|x+a2x>+... . Na atuali-
dade foi retida a denominagio "fungdo analitica” com este mesmo significado, no
entanto tal tipo de fungéo é tio somente uma classe especial das fungdes que realmente
ocorrem em Andlise. Devemos aqui observar que uma série de poténcias como a
considerada, define uma fungiio tdo somente na sua re gido de convergéncia, isto é, em
um certo intervalo em torno de x = 0. Entretanto, descobriu-se um método, para estender
ou prolongar essa regido de definigao para a fungdo y = P(x). Se, digamos, x| estd na
regido de convergéncia de P(x), e se P(x) é resolvida em uma nova série y = P1(x-x1),
em termos das poténcias de (x-x1), € possivel que esta possa convergir em uma regifio
estendendo a primeira, e portanto podemos definir y =P(x) em um dominio maior. Uma
repeti¢ao deste processo pode estender o dominio de con vergéncia de P(x) ainda mais.
Em esséncia, este é o método de prolongamento analitico, o qual € bem conhecido de
todo aquele familiarizado com a teoria de fungdes analiticas. Desta forma, uma fungio
(analitica) no sentido de Lagrange, est4 determinada em todo um dominio se a conhe-
cemos em um segmento arbitrariamente pequeno desse dominio. Esta propriedade é
completamente oposta ao comportamento de uma fun¢do no sentido da segunda defini-
¢do de Euler, pois ai, qualquer parte de uma curva pode ser continuada 4 vontade, Q
desenvolvimento adicional do conceito de fungdo € devido a Fourier, um importante
matemitico francés. Fourier, em sua obra fundamental "Théorie Analytique de la
Chaleur" a qual apareceu em 1822, muito embora os seus primeiros resultados concer-
nentes a suas teorias ele tenha apresentado 2 Academia de Paris em 1807, desenvolveu

neste trabalho a teoria matemdtica da condugio de calor. Este trabalho foi a fonte de

inspiragdo dos métodos utilizados na solugio de problemas da Fisica-Matemética. Ele
€, no dizer do Fisico-Matemdtico alemio Amold Sommerfeld, "a biblia da Fisica
Matemdtica". Fourier tratou, em particular, o problema de Condugo de Calor o qual,
para um simples caso, pode ser estabelecido como se segue. O contorno ou fronteira de
uma placa circular é deixado a uma temperatura constante, por exemplo, uma parte estd
+azero graus centigrados e a outra a cem graus centigrados. Que temperatura estaciondria
€ produzida em decorréncia do fluxo de calor resultante? Como vemos, valores de
fronteira sio introduzidas aqui, os quais podem ser atribuidos independentemente um
de cada outro, em partes diferentes da fronteira. Assim, a segunda defini¢do da fungéo
de Euler fica mais apropriada neste contexto, que a conceituagio apresentada por
Lagrange. Nas maos de Dirichlet esta definigdo de Euler é essencialmente retomada,
exceto que ele transladou-a para a linguagem da andlise, ou seja, ele aritmetizou-a, Isto
€ de fato necessario, pois ndo importa quao fina uma curva possa ser tragada, ela nunca
pode definir exatamente a correspondéncia entre os valores de x e y. A tinta da caneta
ou o trago feito por um l4pis, sempre terd uma certa espessura,donde se segue que os
comprimentos x e y, os quais correspondem um ao outro, podem ser medidos exata-
mente somente dentro de certo nimero limitado de casas decimais. Dirichlet formulou
0 contevdo aritmético da defini¢do de Euler da seguinte maneira: se de qualquer forma
um valor definido de y € determinado, correspondendo a cada valor de x em um dado
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intervalo, entdo y € chamada uma fungdo de x. Muito embora ele tenha enunciado esta
no¢do muito geral de uma fungdo, ndo obstante ele sempre teve em mente fungdes
_continuas ou entdo fungdes que nido tivessem descontinuidades em demasia. Somente
“com a introdugdo por Cantor da sua teoria de conjuntos de pontos, as fungdes passaram
‘a ser consideradas como definidas somente para as posigdes x de algum conjunto
“arbitrdrio, de modo que em geral y é chamada uma fungio de x, quando para cada
“elemento x de um conjunto de objetos (mimeros ou pontos) lhe corresponde um
‘elemento y de um outro conjunto de objetos. Bem, com relagdo a este assunto muito se
teria ainda a acrescentar. Nas duas partes que se seguem vamos tecer consideracdes a
respeito do processo de ensino-aprendizagem dos aspectos aqui considerados sobre o
“conceito de fungdo, tanto na matemdtica elementar quanto na matemadtica superior.

. I1- O PROCESSO DE ENSINO-APRENDIZAGEM DO CONCEITO DE
FUNCAO E SUAS APLICACOES

! _' Vimos na parte anterior como, a partir da contagem de objetos de uma dada
colegdo e da medida do comprimento de segmentos, o conceito de correspondéncia
um- a~um nos condunu via os dwersas sastcmas numéricos, a0 importante conceito de
uma lmportanlc questdo: o que deve o professor ensinar e 0 estudante aprender sobre
tal conceito? Nio resta dividas de que esta é uma questdo assaz muito dificil de
respondermos, uma vez que as nossas proprias idiossincrasias possuem ai uma respei-
tével componente. No entanto, acreditamos que, mesmo assim, podemos expor algumas
idéias dentro daquele espirito que temos explorado nas colocagdes anteriores e nas quais
4 sobressai o mais importante problema, no nosso modo de entender, j4 colocado para
amente humana: discretu vis-a-vis continuum, quer dizer, o discreto diante do continuo.
Independente de se estamos tratando o conceito de fungio na matemética elementar ou
na matemdtica superior, jamais devemos nos esquecer de que a nogdo geral de fungio,
de acordo com uma ou outra das interpretacdes de Euler, deve permanecer como um
fermento em todo o seu processo de ensino-aprendizagem. Tal conceito nunca deve ser
introduzido, como tudo o mais na matemadtica, por meio de defini¢bes abstratas, mas
sim deve ser transmitido ao estudante como um processo vivo € dindmico, por meio de
exemplos elementares tirados preferencialmente do seu quotidiano. As abstragdes virdo
depois com o devido tempo, quando a maturidade adquirida através de uma pritica
continua com exemplos concretos estiver sedimentada. No entanto ndo se deve, a priori,
renegd-la. Elas sdo necessdrias em muitos contextos, tanto da ciéncia pura quanto da
tecnologia. No que diz respeito ao professor de matemtica, entretanto, ele deve, como
¢ de se desejar, possuir um embasamento profundo daquilo que estd tratando, ndo
somente no nivel da sua exposi¢do, mas também mais além, para que com isto, e
desnecessidrio € dizer, possa oferecer dentro do seu processo de ensino uma visdo mais
penetrante e uma perspectiva ampla daqueles t6picos que estdo sendo abordados, para
-aprendizagem dos seus estudantes. Nos argumentos que se seguem, as fungdes que
consideraremos terdo como seus dominios ou um conjunto discreto ou um conjunto
continuo; conjuntos estes constituidos ndo necessariamente de nimeros.

Na matemadtica elementar, a nivel de primeiro grau, o conceito de fung¢io deve
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ser introduzido através do processo de contagem de conjuntos finitos e também atrav
de simples processos de medidas. Por exemplo, pode-se solicitar aos estudantes qu
estabelegam uma correspondéncia entre os alunos da sua classe designada por Aeu
outra classe da mesma escola designada por B de tal maneira que a todo aluno de A
corresponda um aluno de B bem identificado. Esta tarefa pode ser colocada como u
atividade-pesquisa, orientado-os de tal maneira que, por exemplo, o nimero de chamada
de cada aluno da classe A, corresponda ao idéntico nimero de chamada da classe B,
Neste exemplo, acreditamos que ocorrerdo diferentes situagdes as quais podem ser
exploradas com grande proveito.

Um outro exemplo poderia consistir na determinagéo da temperatura, dia-a-
dia, durante um periodo de um més e levd-los a construir uma tabela de valores,
relacionando desta forma o dia do més com a correspondente temperatura. Aqui se
encontra uma oportunidade muito boa de alguns conceitos importantes além do de
fungdo serem colocados. Por exemplo, como esta ocorrendo com certa freqiiéncia, num
mesmo dia temos uma flutuagdo, as vezes grande, da temperatura ambiente e desse modo.
uma "temperatura média" deve ser considerada para dias como estes. Por outro lado o
estudante pode se encontrar na situagdo em que durante um determinado periodo do
més, uma semana por exemplo, a temperatura nio varia significativamente de modo que
se possa considerd-la como constante. Enfim, um contexto como este pode conduzi-los
a questionar sobre as causas destas flutuagdes na temperatura e desse modo moti vé-los,
quem sabe, a algumas descobertas.

Uma outra situagdo que pode ser explorada, e talvez resulte, consiste na
determinacdo do peso de cada aluno da classe com respeito a sua altura e em seguida
elaborar uma tabela e explorar desta forma a correspondéncia entre os conjuntos de
valores.

Muitas outras situagdes podem ser exploradas com o objetivo de se por em
evidéncia o conceito de correspondéncia entre conjuntos de elementos que seja funcio-
nal. Nos exemplos que temos considerado os conceitos: dominio, contradominio e
imagem devem ser evidenciados. Mas néo é necessario que o dominio de uma dada
fungdo seja constituido tdo somente por nlimeros. Porexemplo, o domfnio pode consistir

* de todos os circulos do plano ou entdo ele pode consistir de todos os tridn gulos do plano.
Nestes dois ultimos exemplos o dominio € um conjunto infinito; contrario ao que temos
visto nos exemplos anteriores a estes, neste pardgrafo. Uma fun¢do f definida no
conjunto T de todos os tridngulos do plano pode ser a que associa a cada tridngulot o
seu perimetro P(t). Observe que neste exemplo, dois tridngulos diferentes podem ter o
mesmo perimetro; de maneira que a equagdo f(t)) = f(t2) € possivel mesmo quando
t1 # 12 trata-se assim de uma fungdo que ndo € injetiva.

Outros exemplos envolvendo a geometria elementar podem, e devem, ser
considerados. Pode-se solicitar aos estudantes que "verifiquem” que a drea de um
quadrado de lado a estd dada explicitamente por S(a) = a”. Isto pode ser concretizado
considerando-se de inicio que a medida do lado a do quadrado é um niimero natural e
que um pequeno quadrado de "lado um" tem drea igual 4 unidade. Desse modo, através
de um processo de contagem de quadrados eles chegariio a relagdo funcional desejada.



ERRA E CULTURA, ANO 10, N° 2] 36

: iando a medida do lado a do quadrado for um nimero racional, por exemplo f:- ;
deve-se aqui proceder como indicado a seguir. Considere-se um dado comprimento
como a unidade de medida e divide-se este comprimento em quatro partes, tomando-se
em seguida trés delas. Constr6i-se entdo o quadrado com a unidade de medida escolhida
€ o outro lado repete-se o processo. Desse modo o quadrado de lado 3/4 ocupa uma
area de nove partes de um total de dezesseis partes e assim sua frea é 9/16=(3/4)".
der-se-ia perguntar: e se o nimeroracional expressando a medida do lado do quadrado
f tal que o numerador seja maior que o denominador, tal como, por exemplo, 8/37
em neste caso procedemos da seguinte maneira: aplicamos o algoritmo de Euclides,
‘encontrando: 8/3 = 2 + 2/3 = 2(1+ 1/3); em seguida construimos um segmento de
‘comprimento 1 + 1/3 e logo um quadrado com lado igual a este comprimento. A 4rea
deste quadrado € igual a 7(1/9) + 1 = 16/9, pois existirdo sete quadrados de 4rea
119=(1/3)(1/3) como excedente da drea unitdria. Uma vez que 8/3=2(1+1/3), segue-se
‘que o quadrado de lado 2(1+1/3) terd drea igual a quatro vezes a drea do quadrado de
(1+1/3) e assim igual a 4.16/9=64/9. E assim mais uma vez a drea de um quadrado
€ igual a0 quadrado da medida do comprimento de seu lado. Uma vez que estamos
procedendo de modo indutivo e construtivo, este processo esbarra em sérias dificuldades
erificacdo da férmula S(a) = a2, quando consideramos quadrados cuja medida do
rﬁdo VEM expressa por um numero irracional. Muito embora isto possa ser feito como
no caso da V2 ou mesmo de \f; onde p € um nimero primo, pois todos eles sdo
Ifracionais construtiveis com régua e compasso, e assim sao algébricos, quer dizer sdo
rdizes de uma equagdo do tipo anX"+ap. 1 x™ +.i.+a|x+ao—_—0 na qual os coeficientes siao
infeiros (no caso em pauta a equagdo seria x -p=0 ); no entanto, para numeros nao
algébricos ou transcendentes tais como 7 , e, efc 0s MESMOS NA0 SA0 construtiveis. No
casodo nimero 1t , a questdo da sua transcendéncia s6 foi demonstrada no final do século
passado e isto resol veu um problema de importancia histérica o qual é conhecido como
0 problema da quadratura do circulo, o qual consistia em saber se era possivel construir
um quadrado cuja drea fosse igual 2 drea de um circulo de raio um. Apesar da férmula
| S(a) = a“ ser de verificagio impossivel, em termos construtivos, em casos como este,
- contudo € evidente que ela € verdadeira também nestes casos e desse modo deve ser
apresentada a sua demonstragdo. Esta questio de determinagcao de dreas de figuras planas
surgiu de necessidades essencialmente praticas do homem desde a antigiiidade. Assim,
por exemplo, nos € dada uma regido R de formato retangular e se pede a quantidade de
trigo necessaria para semed-la. Ora se conhecessemos a drea da regido R poderemos
determinar a quantidade de trigo multiplicando a drea de R pela quantidade de trigo
necessdria para semear uma unidade de drea da regido R.

Numa segunda etapa do conceito de fungio na matemética do primeiro grau,
0 estudante ird ser apresentado as fungdes: lineares, quadriticas e polinomiais. Sugeri-
mos, mais uma vez, que a abordagem do processo de ensino de tais funcdes se faca de
inicio para o caso discreto e em seguida para o caso continuo. Pela primeira vez, de
maneira concreta, o estudante ird se defrontar com os conceitos de linear e nio-linear.
Vejamos como tudo isto pode ser colocado de modo consistente com 0 nosso ponto de
vista, do discreto diante do continuo. Um simples exemplo de um modelo discreto e no
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qual a natureza da linearidade se apresenta € aquele das progressoes aritméticas. Um
progressdo aritmética (p.a.) é uma segiiéncia de ndmeros reais cujos termos si0
formados de tal maneira que "a diferenga entre qualquer termo da seqiiéncia e o anterior
seja uma constante”, digamos a qual chamamos de razio da proporgao; quer dizer, uma
p.a. pode ser descrita pela seqiiéncia: an ondeaz=aj+r, az=az+r=a+2r,.,
@n = an-1+r = A1+r(n-1). Aqui surge a oportunidade, talvez pela primeira vez, de se
apresentar uma demonstragdo por indugfio matematica, estabelecendo-se que o termo
geral desta seqiiéncia esta dado para todo n natural por: ay=a)+r(n-1); termo este q
foi obtido passo a passo (indugfio empirica) diretamente da definigdo de uma p.a.. Como

vemos, jd que o primeiro termo a) € a razdo r sdo fixos para uma dada p.a., o termo geral

ap=f(n). Aqui introduz-se um sistema de coordenadas cartesianas e procede-se &
representagdo grafica de tal fungao da varidvel discreta n. Pois bem, em tal representagio.
consideremos os pontos do plano Aj=(1,a1), A2=(2,a2)=(2,a1+r) e A3=(3,a3) -.-:I
(3,a2+r). Introduzindo-se as relagSes métricas num tridngulo retdngulo, e esta é uma
oportunidade excelente, determinemos a declividade dos segmentos que ligam os pontos
Ay a Az e Az a A3. Feitos os célculos, e chamando de tgoe a declividade do segmento
AiAzetgB adeclividade do segmento A2A3, obtemos que tgo = tgP . Se prosseguir-
mos, considerando mais e mais pontos, vamos obter que todos os pontos A1, A2, A3, ...,
An estdo alinhados ou seja situam-se sobre uma mesma reta; pois a inclinagdo ou
declividade dos segmentos A1A2, A2A3, ..., An-1An € a mesma. Af estd, portanto, um
exemplo concreto de um modelo linear. Vejamos em seguida um outro exemplo ainda
no dmbito das sequéncias. Consideremos agora as progressdes geométricas (p.g.). Uma
progressdo geométrica € uma seqiiéncia de nimeros reais (ap) cujos termos an sdo
formados de tal maneira que "o quociente entre qualquer termo da segiiéncia e o anterior
seja uma constante”, digamos q, a qual chamamos de razfio da progressio; quer dizer,
uma p.g. pode ser descrita pela seqiiéncia an:aj,aza3,..., onde az=alq,
a3=axq=a 1q2,...,an=a|q"' . Mais uma vez deve-se usar uma demonstragio por indugao
matemdtica aplicada ao termo geral an=a|q'H. Novamente, ji que o primeiro termo aj
e a razdo q sdo fixos, tem-se que as=f(n). Procedendo-se como fizemos no caso de uma
progressdo aritmética, representamos os pontos Bi=(1,a1), B2=(2,a1q), B3:(3.a|q2}.
num sistema de coordenadas cartesianas. Por exemplo se considerarmos que g=2;1 ¢
al;0, ¢ determinarmos a declividade dos segmentos B1B2 e B2B3 encontramos que
tgo. = 2a e tg=4ay, respectivamente; isto €, a declividade dobra do segmento B B3 para
o segmento B2B3. Desse modo, os pontos considerados ndo estéo alinhados ou nio se
situam sobre uma mesma reta. Isto vai ocorrer para todos os segmentos de reta
construidos consecutivamente; quer dizer, os segmentos B1B2, B2B3, B3By, ..., Bp-1Byp
sdo tais que a declividade dobra, de um segmento para o seguinte imediato. Neste caso,
muito embora os pontos da seqiiéncia Bp-1Bn quando ligados formem uma poligonal, a
curva que liga "de modo suave" esses pontos ndo é uma reta. Este entdo é um exemplo
tipico de um modelo ndo-linear. Muitas questdes evidentemente podem ser colocados
neste ponto. Por exemplo, quando q;1 os pontos Bn do plano, formam uma seqiiéncia
cuja declividade dos segmentos Bn-1Bn € crescente; enquanto que para O<g<l eles
formam uma seqiiéncia cujas declividades sdo decrescentes.
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y Os tipos de curva que passam pelos pontos (An) ou (Bp) do plano cartesiano
ou que "melhor os aproximam”, sao graficos de fungdes de varidvel continua; ou seja,
» fungdes reais de varidvel real. Por exemplo, determinemos uma fungao f(x) da reta
al R nela mesma, que "passa” pelos pontos (Ap), obtidos via a progressao aritmética
msiderada. Pelo que sabemos, a declividade da reta ligando tais pontos € constante e
igual a, digamos tg e desse modo o segmento AB, situado sobre esta reta, ligando os
pontos A=(x1.y1) € B=(x,y) possui esta declividade e tem-se: tgo=y-yi/x-xj. Por
exemplo, se os pontos A e B forem pontos da segiiéncia (An) € se A=(1,a1) e B=(n,an).
mse que tgo =an-aj/n-1, ou seja: ap=al+tgo.(n-1), e assim, a razaor da pa.
estd dada por r=1tgo . Voltando ao caso que estdvamos tratando, tem-se que
¥ =y1 +1tga(x - x1) e colocando tga=a e yi- xitgo=-b resulta a expressio
y=A(x)=ax+b, denominada na literatura de "fung@o afim” (linear + uma constante). A
parte L(x) = ax € denominada de linear e a parte C(x) = b de constante (ndo poderia ser
chamada de outra coisa'). Desse modo A(x) = L(x)+ C(x), e assim as fun¢des afins reais

io representadas graficamente por retas no plano. As fungdes L(x)=ax, por retas que
passam pela origem, enquanto que C(x) = b 0 por retas paralelas ao eixo horizontal.
mvcms desejamos determinar o ponto de interse¢do da fungdoy = f(x)=ax +be
0 eixo real; quer dizer desejamos encontrar x para o qual f(x) = 0. Neste caso é muito
simples e x vem dado por x = -b/a (quando a#0); mas existem situagdes, COmMo veremos,
que sdo bastante complicadas. Esses pontos sao muito importantes de serem determi-
nados, pois eles nos fornecem informagdes iteis sobre as fungbes com as quais
estivermos tratando no momento. Neste caso a equagdo surgiu quando da determinagio
dos zeros de f(x)=ax+b (que no exemplo para a#0 € tinico); no entanto, fungdes podem
resultar do processo de explicitarmos uma dada varidvel, numa equagio a duas varidveis
por exemplo, em termos da outra. Trataremos disto quando 0 momento se apresentar,
mas desde j4 deve ficar claro que aos conceitos nao se deve aplicar o critério de um ser
mais relevante que outro, pois isto vai depender do contexto em que estivermos; quer
dizer existem situaghes nas quais a relacdo entre varidveis dada por uma equagéo do
tipo F(x,y)=0 € o que nos interessa, muito mais do que termos explicitamente y em
termos de x, ou seja, y=Ff(x). Mas, algumas vezes poderemos estar interessados nos dois
aspectos.

No caso dos termos da seqgiiéncia Ba=(1,an) de pontos do plano, que temos
considerado antes, e para 0s quais an=a1q“" (n=1,2,3,...) sdo os termos de uma progres-
siio geométrica, a situagdo pode ser ilustrada considerando-se aj=g=2 e desse modo a
seqiiéncia Bp passa a ser Bp=(n,2n). E claro que neste caso, como sabemos, a fungiio de
vari4vel continua passando por tais pontos é f(x)=2". Mas a esta altura dos conhecimen-
tos matematicos dos estudantes, a expressio 2" para x real qualquer é algo estranho. Por

exemplo, nesta altura, algo como 2" ou 2V® 130 teria como ser justificado. No entanto

esta oportunidade pode ser aproveitada para analisar através de aproximagdes lineares
¢ efetuando interpolagdo para valores racionais do argumento de f(n)=2", estas aproxi-

magoes lineares em cada intervalo [n, n+1]. Assim, por exemplo, para n =—g~. temos
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,’[;) =27 =8 ¢ assim de posse de uma calculadora. pode-se montar uma tabeli

considerando-se o mesmo processo aplicado aos intervalos [1. 3/2] ¢ [3/2. 2] ¢ assin
por diante. Isto conduzira o estudante a perceber, ou ser induzido a, que em intervalos
de comprimento cada vez menores, pode-se substituir "um pedago” da possivel curyg
ligando os pontos da seqiiéncia By, por "um segmento linear”: e desse modo a curya,
por exemplo, no trecho [1, 2], estd composta de pequenos segmentos retilineos justi-
POstos, aos quais € dada uma certa dobra ou curvatura.

O passo s_(':guimcié introduzir os primeiros exemplos de funcdes nao lineares
tais como f(x) =x, x", x”, etc. e de um modo mais geral as fungoes polinomia
p{xl:anx"+an. (x" |+.,,+;m. onde os coeficientes ag, aj. ..., an SA0 NUMEros reais. Aquio
procedimento deve ser também fabricar tabelas para valores de x inteiro;
x=0£1 42,43 +4, e observar o grifico de f(n)=n", ponto a ponto e dai induzir, desde
Ja, algumas propriedades de tal fungio tais como simetria com respeito ao eixo y, passa.
pela origem, ndo injetividade, etc.. Em seguida deve-se aplicar interpolagio linear nos’
diversos intervalos e obter mais valores de f(n) agora para n racional e com isto um’
melhor esbogo do grifico de f(n y=n’. Dai a curva continua pode ser inferida como uma.
conseqiiéncia natural. Existem pequenas calculadoras programdveis que executam
graficos de uma maneira precisa e que devem ser utilizadas como um instrumento no.
processo de cnsino—aprendizagem de toda a matematica. Em se considerando a’funqio‘
quadratica completa f(x)=a2x "+a} x+ap ou como comumente se escreve: f(x)=ax +bx+c
muitas questoes interessantes surgem. A mais importante delas, segundo nosso enten-
dimento, diz respeimcxatal?ncme €m encontrar 0s seus 7eros ou seja aqueles x reais para
0s quais a equagao f(x)=ax“+bx+c=0, estd satisfeita. Isto porque tal problema nos leva
a considerar o prolongamento do sistema dos mimeros reais para a solubilidade de
equagoes reais. Isto se dd ja no caso t@o simples como o da equagao x +1=0. Ora, das
consideragoes sobre a fungio f( x}:xzjé sabemos que x* >0 para cada x real e desse
modo ndo pode existir um nimero real x satisfazendo x>+1=0 ou equivalentemente
Xo=- I pois, senio gin’a 0<x’= I, 0 que nao pode ocorrer. Tal niimero denotamos por |
I e por definidao 1"=-1. Aqui cabem duas colocagoes. Em primeiro lugar, vemos a

« importincia ocupada neste caso por uma equagdo, resultante da determinagéo dos zeros
da fungdo f(x)=x"+1. Ela nos conduziu a considerar nimeros outros que nao os reais,
Isto ja € o bastante. Por outro lado, a maneira como esta extensio estd sendo considerada
€ totalmente abstrata e nada tem em comum com os processos de contagem e medida,
que langamos mao quando tratamos dos outros sistemas numeéricos. Se bem que, na
mesma linha abstrata de introduzir a unidade imagindria i acima, através da solubilidade
de uma equagao, poderiamos, dados os niimeros naturais, proceder a introdugio dos |
inteiros negativos procurando solugdes da equagdo x+n=m, onde m e n sdo naturais e
nim; a qual ndo possui solugdo, dada por um nimero natural. Assim, introduzindo os
inteiros negativos, equagdes desse tipo passam a ser soldveis: uma equacio do tipo
nx=m, onde m ¢ n sio inteiros tem, em geral, solugdes ndo inteiras dadas por
x=m/n (n # 0); e desse modo, somos conduzidos aos nimeros racionais. Prosseguindo
nesta linha de argumentagio, a equagio x*-2=0 ndo possui solugio racional e assim pela
introdugao do irracional V2 ela passa a ser soltivel, conduzindo-nos assim a considerar

B EEE——
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asse dos nimeros irracionals. bsie processo de ampliagao dos sistemas numercos
L o solubihdade de equagoes. sendo de natureza abstrata, nao se presta para .
ugao do estudante neste nivel aos diversos conjuntos numMeErcos. Ele mesmo ja
upoe o conceito de fungao. o qual surge, coOmo vimos na parte 1, de modo natural
a Gtica dos processos de contagem e medida. Entretanto ele deve ser apresentado
do a ocasido for apropnada, por exemplo. na gltima série do primeiro grau no
mento em que se estiver analisando 0 comportamento das fungoes quadraticas.
Na matematica elementar a nivel de segundo grau, 0 processo de ensino-apren
m do conceito de fungao deve dar continuidade aos estudos desenvolvidos
eriormente. Assim ¢ que, deve-se iniciar o seu estudo pelas fungdes polinomiais
eaptarx+aox+anx” (an #0), as quais sdo construidas por aplicagio repetida das
peracoes elementares de adigao e multiplicagdo aplicadas a uma varidvel independente
% ¢ 4 um conjunto de ndmeros reais ou complexos ao, ai, -, dn. Este exemplo das
coes polinomiais se constitui no tpo mais simples das fungoes da matematica no
ido de que elas sdo as mais bdsicas dentre todas. Uma vez que tais fungdes sao
as através da repetigdo das operagdes clementares de adigao e multiplicagao, elas
» denominadas de funcoes elementares. Existem aqui algumas colocagoes que gosta-
riamos de fazer. Em primeiro lugar, o estudo de tais fungoes deve ser precedido por um
do detalhado do sistema dos nimeros complexos, pois dentro de tal sistema de
meros. nao somente € toda equacao da forma ax_+bx+c=0 soldvel, mas muito mais
que isto € verdade. toda equagdo algébrica de grau n com coeficientes reais ou
complexas. f(x Fex"4ag 1 x" +..+arx+ao=0, tem soluges neste sistema. Para equagoes
{"de terceiro e quarto graus isto foi estabelecido no século dezessete por Tartaglia.
"Qardano. e outros, que resolveram tais equagdes através de férmulas essencialmente
similares aquelas para equagoes g uadréticas, muito embora mais complicadas. Porquase
“duzentos anos as equagoes gerais de quinto grau e graus superiores foram intensivamen-
te estudadas, no entanto todos os esforcos para resolve-las por métodos similares
falharam Quando Gauss em 1799 em sua tese de doutorado mostrou que "para qualquer
equacao algébrica da forma considerada antes, onde n € um inteiro positivo e 0s
coeficientes ap’s $A0 quaisquer numMeros reais ou complexos, existe pelo menos um
nimero complexo z para o qual f(z)=0"; isto se constituiu uma grande realizacao. Apesar
disto a questdo de generalizar as formulas cldssicas. as quais expressam as solugoes
e equagdes de grau menor que cinco em termos das operagdes racionais mais extragao
de raiz, permaneceu sem Tesposta nesse empo. Foi somente no século dezenove que
Ruffini ¢ Abel conceberam a idéia revoluciondria de provar a "impossibilidade da
solucio de equagoes algébricas de grau n por meio de radicais”. Deve ficar claro que a
questdo ndo era de se saber se qualquer equagio algébrica de grau n "possui” solugao
Isto ja tinha sido est abelecido por Gauss como salientamos antes. Portanto, ndo existiam
dividas sobre a "existéncia" das raizes de uma equagao, especialmente porque essas
raizes podem ser determinadas, com qualquer grau de precisao, langando-se mao de
métodos numéricos. Mas o problema de Abel e Ruffini erabem diferente: pode a solugdo
ser efetivada tao somente por meio de operagdes racionais € radicais? A procura de uma
resposta para esta questao inspirou o desen volvimento da dlgebra moderna e da teoria
dos grupos nas maos de Ruffini. Abel e Galois. Voltando ao teorema de Gauss, ele tem
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COmo uma consequéncia importante, a fatora¢ao de um polindénno ou fungio polinomial
f(x)=x"+an- 1 x" '+, +a1x+a0 na forma f(x)=(x-a))(x-a2)...(x-an), onde al, a2..... an $40
numeros complexos, as raizes da equagao f(x)=0. Este resultado é denominado de
Teorema Fundamental da Algebra. Talvez fosse mais apropriado chamé-lo de Teorema
Fundamental do Sistema de Numeros Complexos. E evidente que, a nivel da matemdtica
do segundo grau, nao se pode apresentar uma demonstragio do Teorema de Gauss;
todavia, a sua consegiiéncia, tanto pode quanto deve ser demonstrado. Com relagiio
ainda aos nimeros complexos, uma outra questio que gostariamos de salientar, ¢ a da

importincia que tal sistema possui quando na matematica superior consideramos sua

extensdo a sistemas mais gerais de niimeros tais como o dos quaternianos ou nimeros
hipercomplexos, os quais possuem quatro componentes e cuja dlgebra nio satisfaz a
propriedade coomutativa da multiplicagao, contrario a algebra dos reais e complexos.
Além das fungoes polinomiais, outros exemplos importantes da classe de
fungdes elementares podem ser apresentados. Por exemplo, as fungbes racionais, quer
dizer, as fungbes expressas como o quociente de dois polindmios tais como
A1 . ! :
Hx) =55, onde temos excluido 0s zeros do denominador para o dominio
X+x +2x+4
de tais fungoes. Dcmre tais exemplos de funges racionais o mais simples deles estd
dado por y= =f(x)=1/x". Tais fungdes devem ser apresentadas de inicio usando-se a
varidvel x assumindo valores inteiros, montando-se uma tabela de valores e em seguida
procedendo-se as interpolagoes lineares de tais valores, para que dai possamos inferir o
seu esbogo grafico no caso da varidvel continua x. Neste ponto deve-se considerar o
comportamento da seqiiéncia de nimeros xp=1/n, quando n é suficientemente grande e
desse modo verificando-se que, neste caso, os elementos da seqiiéncia xp ficam arbitra-
ramente pequenos, ou seja proximos de zero. A mesma andlise deve ser repetida
observando o que ocorre com a seqiiéncia quando n fica suficientemente pequeno.
Verifica-se que neste caso os elementos da seqiiéncia ficam arbitrariamente grandes.
Isto deve ser mostrado sempre com valores numéricos e sem nenhuma sofisticagio
conceitual. Na realidade € o conceito de limite que esta por tris de tudo e é quase
. impossivel tratar das fungdes mais importantes da matemdtica, mesmo elementar, sem
que se faga mengao a tal conceito quando LOH‘iIdB]‘..LmUS 0 esbogo dos seus grificos. No
exemplo que estamos tratando da fungéo f(x)= 1/x%, a andlise do seu comportamento via
sequéncias jd € suficiente, neste nivel, para o propésito de esbogarmos o seu gréfico.
Uma outra categoria de fungoes elementares que ndo as polinomiais e racionais é obtida
no problema de se determinar as inversas, quando existem, de fungdes racionais, Um
exemplo tipico deste contexto € o da fungio f(x)=x" ou mais geralmente f(x)=x" (n>1)
consideradas no dominio x 2 0. Neste dominio, afunqﬁoyzf(x):xz ¢ crescente e desse
modo possui uma inversa a qual € denotada por x = \6_ De maneira similar a fungio
y=f(x)=x" possui em tal dominio uma inversa dada por x="Vy De um modo geral,

podemos considerar fungdes do tipo y = "JR(x). onde R(x) ¢ uma fungdo racional; e
outras fungoes de tipo similar podem ser formadas langando mao das operagdes

— .4 S 7 2 R
racionais a esta classe. Por exemplo y="V.\" + 1 + "y v = \(1' + 1 + ¥ sdo da
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classe que estamos considerando
Todas estas fungbes que temos considerado antes sao casos especiais das

funcoes denominadas algébricas: guer dizer, de fungdes y=f(x) as quais padem ser
definidas implicitamente por uma equagdo P(x, y)= 0. onde P € um polinémio nas
variaveis x e y, ou m.ns. brevemente. se y = f(x) satisfaz uma equagio algébrica. Por
‘exemplo a fungao yax ¢ algébrica bastando considerar P(x, y)=y-x" As demais
fungdes, ou seja, as que ndo satisfazem uma equagao algébrica sdo chamadas de
transcendentes. De um ponto de vista elementar as fungdes racionais e de modo mais
geral as fungoes algébricas sao definidas diretamente através das operagoes elementares
do cdlculo; no entanto, a geometria € a fonte da qual brotam os primeiros exemplos de
fungies "quod algebrae vires transcendit”, ou seja, de fungOes que transcendem as
operagoes elementares do calculo. Desta classe de fungdes fazem parte as fungoes
(rigonométricas seno, co-seno, tangente etc. e as fungdes logaritmica e exponencial. Elas
constituem o que se denomina de fungdes elementares transcendentes e sao de grande
utilidade em toda a matemdtica e em suas aplicagdes as ciéncias. Assim, 0S processos
que ocorrem na natureza e com os quais as fungdes seno e co-seno se acham relaciona-
dos, sdo os processos ditos periddicos; quer dizer, aqueles processos descritos por
fungdes f(1) e para os quais existe um periodo T que satisfaz a equagao f(x+T)=f(x)
vilida para todos os valores de x. Exemplos tipicos sdo os processos governados pelas
fungdes seno e co-seno, pois eles sao periédicos com periodo (minimo) 2. Em termos
concretos temos o movimento de um péndulo, 0 movimento descrito por um sistema
massa-mola ou oscilador harménico etc. todos eles descritos pelas fungoes trigonome-
tricas seno e/ou co-seno. Por outro lado, aqueles processos onde ocorre um decaimento
ou um crescimento sao descritos pela fungao exponencial em virtude da propria natureza
desta fungdo; pois em tais situagoes, deseja-se determinar a partir de um certo valor
inicial a quantidade presente de determinada grandeza em um dado instante de tempo
sabendo-se, por medidas experimentais, que no inicio do processo a quantidade pre-
seente era go=q(0). A lei que gorverna tal processo esta dada pela fungao q(l)—qoe
onde k é uma constante nao-nula, resultante de dados experimentais associados com a
grandeza que estivermos considerando. Quando a constante k € negativa, 0s processos
descritos por g(t) sao denominados processos de decaimento e quando k ; 0 de processos
de crescimento. A desintegragao radioativa, a variagio da pressao atmosférica quando
a altura sobre a superficie da Terra aumenta, sdo exemplos de processos de decaimento;
enquanto que, os juros de uma divida bancéria (juros compostos), a explosio popula-
cional do planeta, sdo exemplos de processos de crescimento. Com relagdo a fungio
logaritmica, que € a inversa da fungao exponencial, ela é de grande utilidade em célculos
envolvendo o produto de mimeros muito grandes, como ocorre em situagdes vinculadas
a astronomia. Neste sentido foram elaboradas as tdbuas de logaritmos as quais facilita-
vam enormemente esses calculos. Na atualidade, com o uso das calculadoras eletronicas,
gssas tdbuas de logaritmos perderam sua importancia; no entanto, o estudo dos logarit-
mos €, e ainda permanecera, de grande utilidade, uma vez que o desenvolvimento da
Matemitica e de outras ciéncias veio demonstrar que muitas leis matemdticas e varios
fendmenos naturais, € mesmo sociais, estao intimamente com ele relacionados em
situagdes de natureza nao estritamente computacional.
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Com relagio ao processo de ensino-aprendizagem das fungoes elementares
transcendentes somos de opiniao que o mesmo deve ser implementado em duas etapas
Nua primeira delas as fungoes sen x. cos x, a exponencial e e o logaritmo de base e,
log x ete.. devem ser apresentadas partindo-se do modelo discreto para o continuo
Vamos ilustrar nossos argumentos através das fungoes seno e exponencial. Com relagio
a1 fungao sen x, o dngulo x, medido em radianos com seu vértice como centro de um
circulo de raio 1. tem por medida o comprimento de arco da circunferéncia que ele

: : . s
subtende. Desse modo, um dngulo de 90 € o mesmo que um angulo de = radianos, um

A _ T .. . ;
angulo de 45° tem medida de 3 radianos ete.. A medida em radianos ¢ a utilizada para

angulos nos desenvolvimentos analiticos de tais fungoes. Isto posto. as fungdes seno e
co-seno sao definidas: cos x ¢ a medida da abscissa de um ponto A situado sobre a
circunferéncia do circulo unitario, enquanto que sen x e a medida da ordenada de Al

Com isto e estabelecidas as equagdes funcionais destas fungdes ou seja:
SeN(XEy)=sen x cos y sen y cos x €
COS(XEy)=C0s X COS ¥ + sen X sen y

podemos passar aos seus esbogos graficos. Vamos nos fixar na funcdo seno, conside-
rando-a tao somente no intervalo [0, |. Construimos uma tabela de valores para sen x
o . L S (S |4

de nicio para os angulos: l],;l ‘263
obtendo os valores do sen x para arcos entre quaisquer dois valores encontrados antes.
Em seguda, agora langando da sua equagao funcional, obtemos os valores do seno para
arcos situados no 2°. quadrante e procedemos de modo 1déntico ao que fizemos com os
arcos do 1%, quadrante. Desse modo, hgando-se os pontos obtidos tem-se uma "aproxi-
magio poligonal” ao grifico da fungdo sen x. Uma questdo importante, e que em geral
¢ deixada de lado nos argumentos, é a de se saber por que o gréfico de sen x ndo formou
_reentrincia quando a fungdo passa pelo seu ponto de maximo o qual corresponde ao

e em seguida por interpolagao linear vamos

arco de 1/2 radianos no intervalo em questao. Uma possivel argumentagdo para isto, e
talvez dnica, pode ser como se segue. Considere os seguintes pontos sobre o grafico da
fungio seno: B =(m/2-h, sen(mt/2-h))=(n/2-h, cos h), M = (/2. sen m/2)=(/2. 1) e
D = (r/2+h, sen(m/2+h) = (/2+h, cos h). Dai segue-se que a declividade do segmento

|—cosh cos(h)—1
enquanto que a do segmento DM por —h Uma ver que
h

EM esta dada por -

ooty | » cesth) = 1) Ceasth) + 1) vos =1 ven(h) |
h (1 + cos(h) TR 4 cos(n) b+ costn

sen(h) ¢ assim para h

o l—cosh
suficientemente pequeno (h proximo de zero) segue-se que ,  lomase arbitra
'
riamente proxima de zero; pois, sen h - h e cosh = 0 para tais valores de h. Desse modo.
a medida que h tende a zero, as declividades dos segmentos considerados aproximam-

se cada vez mais de zero ¢ portanto o griafico da fungao sen x no ponto de maximo
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2. 1) ndo apresentara reentrancia. Como se depreende dos argumentos, esta questio
e ser tratada de maneira correta langando-se mao do conceito de limite. Com
40 a fungio exponencial ¢*, adotamos 0 mesmo procedimento, considerando x um
0 natural n e montamos uma tabela de valores para e" com procedimento similar
que fizemos com a fungdo seno. Sabendo-se que ¢ : | e escrevendo-se e=I+h. h . 0

se pela formula do binémio que €” = (1 + h)" = ~1 ~+~ nh ~;~nh;; e desse modo

7 0 conceito de imite se acha aqui presente. Nao ha como escapar disto, quando
estamos esbogando o grafico de tais fungoes e mesmo das fungdes polinomiais tais como
(v) =+ De maneira similar quando n € um inteiro negativoe” "vai para” zero quando
i fica grande e negativo. Dessa maneira com os pontos obtidos e pela andlise feita,
tem-se uma idéia do grafico de e" para valores inteiros e racionais do expoente, estes
ultimos obtidos através do processo de interpolagao linear aplicado aos dados resultados
dos valores inteiros de n. No caso do expoente racional sabemos, por exemplo, que

3
3 V2_ 14 < ,
e2=\ ¢’ . noentanto o que vem a ser e 22" e mesmo qual € o seu valor? Bem,

aidéia de como tudo isto funciona é a seguinte:
=5 4 1 4 4 1 4

e 10.€ 100
(,\32 =e* 0 100 000 =€ €10-€100-€ 1000 ---

Se pudermos determinar as poténcias sucessivas de e, obteremos o valor aproximado

de 9\5 - Evidentemente com uma pequena calculadora, a determinagao de e ¢ direta,
no entanto € necessdrio compreendermos o que estd se passando. Do exemplo dado
14 141 1414

1010071000
tende para V2 . Mais uma vez a idéia de limite se encontra na base de compreendermos
o significado da poténcia irracional. No caso geral

temos que a seqiiéncia de racionais 1, aproxima o irracional V2 ou

¢' =exp (x) =exp (lim ry) =lim exp (rn) . onde m € uma seqiiéncia de racionais
aproximando o irracional x. Ndo hd como escapar disto, como ja afirmamos antes, sob
pena, como € 0 que acontece na pratica, do estudo de tdo importantes fun¢oes ficar numa
sempre incompleta exposigao!

Numa segunda etapa, e com as motivagoes advindas da primeira, introduz-se
0 conceito de limite primeiro para fungdes de varidvel discreta (as seqiiéncias) e em
- seguida para as fungdes de varidvel continua, isto sendo feito com exemplos concretos

: b= 4 TR : . .
tars como o, € para varidvel inteira e real, respectivamente. Uma vez introduzido e
X

“compreendido” tal conceito, um dos mais importantes e também dos mais dificeis de
toda a matematica, procede-se a andlise do conceito de continuidade e de derivabilidade,
sempre tratando conjuntamente os modelos discretos e os continuos. Tudo isto sendo
ntroduzido de maneira a "preencher as lacunas” deixadas na primeira etapa do estudo
de tais fungbes. Com o instrumental adquirido dos processos infinitesimais o estudante
estara apto a esbogar os graficos de todas as funcdes de varidvel continua que tenha até
agora encontrado em seus cursos, bem como poderd agora aplicar tais conhecimentos
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no estudo dos conceitos de velocidade, aceleragdo, etc., ou seja na compreensio da
descri¢do do movimento de uma particula; conceitos estes que sem a nogio de derivada
sdo impossiveis de serem compreendidos. A esta altura o estudante ji sabe que

(¢") =¢€* (senx) =cosx, (cos x) =— senx , e assim tem-se aqui a oportunidade dele
ser apresentado ao conceito de equagoes diferenciais tdo simples e importantes como
y'=y e y"+y=0 e com isto a0 que vem a ser solugao destas equagdes, as quais sao dadas,

neste caso, respectivamente pelas fungdes ¢', senx , cosx . Na realidade encontramos
solugoes dos problemas de valores iniciais:

(Dy'=y,y0)=le
(2) y"+y=0, y(0)=0, y'(0)=1 ou y(0)=1, y'(0)=0.

Em seguida devem-se determinar as expressdes de tais fungdes como "polind-
mios infinitos" ou séries de poténcias da forma:

f(X) =do+alX+ ...+ anx" s

Por exemplo as expressoes seguintes sdo exemplos de tais representagoes:

%"
= l+x+ﬁ+...-}-—+...;
2! n!
3 2n+1
. — X IS 1 X
,\en.r—x——+3! —'1’-5! wH=1) 2nt)!
2 4 2n
2 X X { AN X
cosx = IW-P{ 1) n)!

etc.

Como dissemos antes, as fungdes polinomiais ou os polindmios se constituem
nas fungdes mais basicas de toda a matemitica, sendo as mesmas geradas por aplicagéo
repetida das operagdes elementares de adi¢do e multiplica¢do a uma varidvel x e a um
conjunto de coeficientes ao, ai,...,an . Pelo que acabamos de expor, as fun¢des elemen-
tares transcendentes exponencial, seno e co-seno, etc. foram expressas através de um
“polindmio infinito" e com isto tornando tais fungdes de uma importincia ainda maior.
Na realidade a sua vitalidade ndo para ai. Quando tais fungdes sdo enfocadas do ponto
de vista mais avangado da matemdtica superior, na qual os métodos infinitesimais sio
o instrumental de trabalho, tais fungdes sdo obtidas invertendo-se o processo que temos
considerado; quer dizer, aqui partimos das equagdes diferenciais y'=y e y"+y=0 e
admitimos que suas eventuais solugdes podem ser expressas através de um polindmio
infinito y(x)zao+a|x+azx2+,,. € obtemos desta forma as expressdes anteriores da expo-
nencial, do seno e co-seno, s que neste contexto, tais expressoes sdo a prépria definicio




TERRA E CULTURA, ANO 10, N°21 46

destas fungoes Este procedimento possui vasta aplicagdo quando do tratamento de
situagbes mais gerais que sdo encontradas na matemética superior; mas a idéia perma-
nece a mesma, que é o importante. Mais uma vez uma equagfo, no caso presente
diferencial, passa a ser de grande relevincia no estabelecimento da "fisionomia" da
fungdo em estudo.

Ainda dentro desta segunda etapa e tendo introduzido o conceito de derivada,
0 qual dé contelido ao conceito de tangente a uma curva em um dado ponto, o passo
seguinte consiste em generalizar o conceito de drea de uma figura, isto nos conduzindo
a0 importante conceito de integral. Mais uma vez a exposigao deve enfatizar o modelo
discreto e o continuo. Apés exemplos ilustrativos do conceito e algumas propriedades
bésicas, obtem-se o teorema fundamental do Célculo relacionando assim os processos
de derivagdo e integragdo; primeiro, com exemplos concretos e em seguida com simples
argumentagOes de natureza geométrica obtém-se este importante resultado. Uma apli-
cagio importante de tal resultado consiste em considerarmos a definigdo geométrica da
fung@o logaritmica: dado um mimero real positivo a o logaritmo de a € definido como

adrea sob o grifico da funga % no intervalo [1,a). Desta conceituagio seguem-se todas

as propriedades da fungdo logaritmica em particular que ela é a inversa da fungio
exponenclal e que temos considerado antes. De um modo geral deﬁmmos para a0 e
real a*=exp(x log a) , a qual é uma generalizagio de e* = exp(x log e)=¢" %8¢ Uma
consequéncia imediata desta conceituacdo do log x , além do esbogo grifico de tal

fungdo, é que a declividade do grifico de log x esta dada por % em cada ponto; quer

dizer, —q-(!ogx)=% . ou ainda, em virtude da definigdo da derivada
- lim E(lag(x+h)—iag x) . Daf obtém-se a importante relag@o lim (H—) =¢
h—»O n— oo

qual para x=1 nos dé: e =lim (l-t—’lt)" . Esta relagao também nos permite considerar o
n— oo
seu prolongamento ou extensdo para valom de x agora da forma ix; quer dizer,

colocamos por definigio * = lim ( ]-l—) " . Com argumentos simples aplicados
n—poe

formula de De Moivre (coso + i sencr)” =cos (nox) + i sen(ncr) e apds algumas
identificagdes, chegamos a importante férmula de Euler para a exponencial imagindria:

"=cos x+i sen x ; aqual se constitui numa das mais importantes fungdes de toda a
matematica. E possivel apresentar um estudo de tal fungio langando-se méio de métodos
numéricos, de fnicio aplicado  fungiio 10™ e em seguida, por uma mudanga de escala
ou base, passamos a expressio de e . Uma aplicag@io importante de tal fungdo reside
nos processos que governam os osciladores harménicos forgados e forgados com
amortecimento, os quais nos conduzem ao importante fen6meno de ressonfncia de
grande utilidade na teoria dos circuitos elétricos da eletrotécnica. Ela possui também
relevincia nos processos que governam o comportamento da luz e da matéria, isto € nos
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processos quanticos.

As fungdes que temos considerado até o momento estdo dadas na forma
"explicita”, onde simples expressdes tais como y=f(x)=ax+b ou y=sen x, etc. sdo
considerados; nestes casos, dizemos que y estd dado explicitamente em termos de x.
Tais fungdes possuem representagdes geométricas dadas por uma curva no plano xy.
No entanto, frequentemente em geometria analitica a equagdo de uma curva estd dada
nao na forma explicita y=f(x), mas na forma F(x,y)=0. Dizemos nestes casos que y estd
dado implicitamente em termos de x. Por exemplo, uma linha reta pode ser representada
desta maneira pela equaqﬁ;} ax + by + ¢ = 0 e a circunferéncia de um circulo com centro
na origem e raio um por x“+y - 1= 0. Devemos aqui observar duas coisas. Em primeiro
lugar, nem toda equagao F(x,y,j)zo € representacio implicita de uma fungdo y=f(x) ou
x=g(y). Assim, a equagio x +%“=0esui satisfeita tdo somente pelo simples par de valores
x=0, y=0; enquanto que x2+y + 1 =0 n@o possui valores reais de x e y que a satisfaca.
Desse modo, uma questdo muito importante que se coloca é de se investigar as
circunstdncias sob as quais uma equagio F(x,y)=0, que nos da y implicitamente em
ternos de x. define uma fungio y=f(x) e quais as propriedades possuidas por tal fungdo.
Nos métodos da matemdtica superior mostra-se que tal problema possui, sob certas
condigdes impostas sobre F(x,y) na vizinhanga de uma solugdo inicial F(xo,y0), solugio,
sem contudo nos indicar como encontrar uma tal solugio inicial ou de como decidir se
a equagdo F(x,y)=0 estd satisfeita para todos os valores de x e y. Estas questdes globais
fogem ao escopo de uma primeira analise. A necessidade de nos restringirmos aos
aspectos locais fica evidente se considerarmos a simples equagio f(x,y):x2+y2—1=0.
Para cada x com -1<x<| a equagdo tem duas solugdes diferentes y= V1% . Osinal
pode ser fixado escolhendo para um dado xo em (-1,1) um dos dois valores possiveis
Y0 para o qual xzmyzo =1. Uma solugao tinica y=f*x) com yo= f(xo) € obtida entéo para
todo x em (-1,1) requerendo que y satisfaga x“+y“=1 e tenha 0 mesmo sinal que yo .
Geometricamente, o gréfico de f € ou o semicirculo inferior ou o semicirculo superior,
um qualquer que contenha o ponto (xo,yo). Tais curvas, como a do presente exemplo,
nao determinam de maneira ndo-ambigua as fungdes correspondentes. Al gumas vezes
diz-se que a curva € representada por uma fungao plurivoca ou multivalente; as fungoes
separadas representando-as sdo entiao chamadas os ramos univocos da fungao plurivoca
associada a curva. Desse modo ficou convencionado que a apalavra fungdo significa
fungdo univoca, conforme 0 uso que até agora estavamos adotando. Assim & que por
exemplo, o simbolo Vx (x < 0) sempre denotard o nimero ndo-negativo cujo quadrado
€ x. Vale lembrar que foi o conceito de fungdo implicita que nos permitiu dar linhas
atrds a definigao geral de uma fungao algébrica, como sendo uma fungdo y=y(x)definida
implicitamente por uma equagio F(x,y)=0, onde F é um polindmio nas varidveis x e y.
Uma fungdo que nao satisfaz nenhuma equagao algébrica diz-se entio transcendente.

Temos visto anteriormente que um aspecto importante do conceito de fungao
€ que ele se constitui na contraparte matemdtica quando da descrigo dos processos que
ocorrem na natureza. Isto suscedeu, como vimos, quando tratamos com os processos de
crescimento e com os processos de decaimento, os quais foram descritos através da
fungdo exponencial. Um outro exemplo nos é fornecido pela descrigdo matemdtica dos
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processos periodicos, a qual € feita langando mao das fungoes trigonométricas seno e
to-seno. Em todos os casos que temos analisado de fungio uma tinica varidvel inde-
pendente se acha presente; no entanto, para descrevermos outros processos fisicos como
0 da distribuigdo de temperatura numa dada sala, necessitamos considerar fungdes de
mais de uma varidvel independente; no caso presente trés varidveis independentes para
caracterizar ou individualizar cada ponto da sala e eventualmente o tempo t. Desta forma
temos uma fungdo T=T(x,y,zt) de quatro variaveis ou entio T(x,y,z) quando a distri-
bui¢do de temperatura for estaciondria; quer dizer, quando T ndo for uma fungdo
explicita do tempo t. Um processo fisico mais complexo que o citado, consiste na
descri¢do do escoamento de um dado fluido (liquido ou gas). Um fluido € constituido
de uma infinidade de particulas, representando o protétipo dos modelos de um conti-
nuum. A descri¢do do escoamento, ou também como dizemos a determinagio do
movimento do fluido, pode ser feita, por exemplo, conhecendo-se trés fungdes u(x,y,z.t),
v(x,y.z,t), w(x,y,z,t) as quais representam as componentes da velocidade do movimento
no ponto (x,y,z) no tempo t. Esta descri¢io do escoamento de um fluido é devido a Euler.
Como um outro exemplo para encerrar estas consideracoes, podemos considerar a
descrigdo do estado eletromagnético no vécuo. Aqui necessitamos de trés fungdes
descrevendo o "estado elétrico” Ei(x.y,zt), Ea(x,y,z1), E3(x,y,zt) e mais trés que
descrevem o "estado magnético” Hi(x,y,z,t), Ha(x,y,z,t), H3(x,y,zt). Desse modo o
estado eletromagnético no vécuo estd determinado por seis fungdes da posigio e do
tempo.

Todos estes exemplos que temos considerado de fungdes de virias varidveis
$30 0 que na ciéncia aplicada sao denominados de campos. Desse modo temos o campo
de uma dada distribuigao de temperatura, 0 campo de velocidades do escoamento de
um fluido, o campo eletromagnético, etc.. Assim campo e fungdo sio conceitos inter-
cambidveis. Neste contexto, a determinagdo de tais fungdes em cada caso ¢ feita tio
somente através das equagdes de campo, que sio equagdes (diferenciais parciais), cujas
solugdes, os campos ou fungdes, sao em muitos casos dificeis de serem determinados.
Aqui, as equagdes € que ditam as regras, podemos assim dizer; sem elas nada podemos
fazer. As fungdes brotam como solugdes dessas equagdes, de maneira similar ao que
ocorreu com as fungdes exponencial, seno e co-seno conforme argumentamos anterior-
mente. Quando a matemética € pensada em termos de uma linguagem universal, a qual
tem mostrado ser a mais apropriada para que 0 homem possa se aproximar, um pouco
mais, de uma compreensao racional da realidade ou mundo que o cerca, as equagdes
(diferenciais) desempenham dentro desta visdo, o instrumento de perquirigao do conhe-
cimento desta realidade; uma vez que as leis por elas expressas, nos descrevem os
processos que ocorrem na natureza em termos de diferencas pequenas ou infinitesimais
de tempo e/ou espago. Desse modo, os fendmenos que ocorrem na natureza sio descritos
por leis as quais ao serem formuladas em termos de equagdes diferenciais, expressam
basicamente o comportamento local das grandezas envolvidas (temperatura, velocidade,
estado do campo eletromagnético, elc.), estabelecendo assim uma relacdo ndo entre
todas as fases de um processo, mas tio somente entre uma fase e a seguinte. Fsta
propricdade de uma equagdo diferencial toma-a expressio natural do principio de
causalidade que pode assim ser enunciado: "a ocorréncia de um certo fendmeno B de
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uma dada classe depende da ocorréncia de um outro fendmeno A de outra classe e nesta
situacio A € chamado a causa e B o efeito”. Este é um principio de validade universal
e 0 mesmo nunca foi contraditado ou contestado em qualquer observagao ou experiéncia
e poderiamos também expressd-lo afirmando que: "todas as coisas provem de outras
coisas e ddo origem a outras coisas". Desse modo, tudo no universo se encontra

interligado por uma cadeia de causa e efeito.

Il - ALGUMAS CONSIDERA COES ADICIONAIS E COMENTARIOS
SOBRE O QUESTIONARIO

Faremos de inicio algumas consideragdes sobre uma divisdo da matematica,
aventada por Félix Klein, em "matemdtica de aproximagio" e "matematica de precisio”,
de como a visdo que apresentamos nas duas partes anteriores aqui se reflete e de que
maneira este corte, podemos assim dizer, pode contribuir para uma mudanga de
consciéncia no que diz respeito ao processo de ensino-aprendizagem, como um todo,
da matemdtica nos diversos niveis de ensino. Por fim, tratamos de apresentar alguns
comentdrios sobre o questiondrio que nos foi entregue e no qual sdo colocadas vérias
questdes sobre o processo de ensino-aprendizagem do conceito de fungio na matematica
elementar, bem como outras de natureza mais geral.

Vamos considerar alguns exemplos para que possamos estabelecer concreta-
mente a diferenga entre as divisdes apresentadas. Quando na parte um tratamos da
representagao dos diversos sistemas de nimeros numa reta, consideramos o conceito de
nimero irracional. Tal conceito pertence exclusivamente & matematica de precisdo, uma
vez que, por exemplo, ao afirmarmos que dois pontos da reta estiio separados por um
nimero (irracional) de © milimetros, ndo pode, possivelmente, ter um significado, pois,
quando os instrumentos de medida ou escalas sdo construidos em metros h4 um limite
na precisao com que as suas subdivisdes sao feitas. Assim é que se considerarmos que
as divisbes na nossa escola tenham uma precisao até a quinta casa decimal, e isto pode
ser melhorado com o refinamento da técnica, e tivermos a expansdo de até a sexta casa
decimal, resulta sem significado a afirmagao considerada antes. Isto nos indica que na
prética podemos substituir, sem reservas, os niimeros irracionais pelos racionais e desse
modo utilizar os irracionais no sentido da matemética de aproximagio; quer dizer,
considerarmos dos nimeros irracionais somente as partes finitas de suas expansoes
decimais. Mesmo assim, como vimos, existird sempre um erro essencial quando dessa
representagao aproximada, em virtude das limitagoes técnicas. Uma vez que tais
limitagdes vao sempre estar presentes, poder-se-ia argumentar, um tanto grosseiramen-
te, que a matematica de aproximagdo € a (inica necessaria nas aplicagdes e que a
matematica de precisao existe somente para o deleite intelectual daqueles aficionados
por ela e para dar o indispensdvel suporte para o desenvolvimento da matematica de
aproximagao. Pessoas existem que pensam assim e devemos respeita-las. Todavia, 0
proprio conceito de nimero irracional o qual nos conduziu aquele de um continuum, ja
seria o suficiente para que tais individuos revisassem suas posi¢des. Um outro exemplo
deste contexto ocorre quando tratamos de encontrar solugdes reais da equagio x*+1=0.
Aqui a matemdtica de aproximagdo falha totalmente, uma vez que no dominio dos
numeros reais tal equagdo ndo possui solugdo. Desse modo necessitamos ampliar tal
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sistema de nimeros para que a equagdo tenha solu¢do; uma tarefa que concerne a
matematica de precisdo. Ainda com respeito a solubilidade de equagdes, vimos ante-

riormente que o problema da solugdo de equagbes algébricas de grau n por meio de
radicais, estudado por Ruffini, Abel e Galois, conduziu-os a criagao da teoria dos grupos
¢ ao consequente desenvolvimento da dlgebra moderna. Um outro exemplo pode ser
considerado, guando determinados problemas da ciéncia e da técnica exigem para sua
solugéio uma ampliagdo do sistema de mimeros complexos como € o caso da introdugdo
dos niimeros hipercomplexos tdo necessérios nas questodes de toda a ciéncia contempo-
ranea e das matemdticas aplicadas as engenharias. Enfim uma gama muito grande de
situagdes poderiam ser colocadas e nas quais a matemdtica de precisdo ocupa uma
posigio de primeira linha. No entanto, o desenvolvimento histérico de toda a matematica
nos tem mostrado que o que existe € uma interagao continua entre cada uma dessas
divisdes e na qual aqueles aspectos nao esclarecidos por uma delas séo realizados pela
outra. Desse modo acreditamos que ndo devemos formar fileira em torno desta ou
daquela divisdo, mas sim fratd-las como aspectos complementares uma da outra, de
maneira similar quando tratamos do discreto diante do continuo. Esta também deveria
ser a postura a ser seguida dentro do processo de ensino-aprendizagem da matematica.
Temos enfatizado esta abordagem em diversos exemplos que tratamos nas partes
anteriores destas consideragoes e sobretudo devemos chamar atencio para o fato de que
uma teoria exata (matemdtica de precisio) dos nimeros irracionais dificilmente poderia
ser adaptada ou ao interesse ou ao poder de compreensao de muitos, sendo a maioria,
dos estudantes de matemitica elementar. Neste nivel os estudantes usualmente conten-
tam-se com resultados de exatiddo limitada (matemdtica aproximativa) e deve-se
apresentar os niimeros irracionais por meio de exemplos de fragdes decimais aperiodi-
cas, que é como usualmente € feito. Somente quando em seus estudos superiores, € que
uma apresentago rigorosa de tais niimeros deve ser feita, isto dependendo do curso que
ele ird frequentar. Mas uma coisa € certa, seja qual for o curso que o estudante venha
cursar, e se um estudante criterioso, esta € uma questdo que ele terd como uma eterna
companheira. Isto posto, passemos aos nossos comentérios sobre 0 questiondrio. Para
evitar colocagdes repetitivas da nossa parte, resolvemos aglutinar algumas perguntas do
questiondrio original, reduzindo-o de doze (12) para tao somente cinco (05) questdes.

(1) Qual a importéncia do estudo de fun¢oes no campo da Matemitica e no das
suas aplicagbes?

Vimos na parte 1 como através dos processos de contagem e de medida e do
importante conceito de correspondéncia biunivoca, fomos paulatinamente conduzidos
aos diversos sistemas numéricos tendo culminado na representa¢io dos niimeros reais
na imagem idealizada dos pontos de uma reta. Neste contexto o préprio conceito de
correspondéncia biunivoca contém potencialmente e ainda ndo tornada manifesta, a
esséncia do que vem a ser uma fung¢fio e mais ainda uma sua primeira classificacio em
injetiva e sobrejetiva. Como também salientamos nesta parte, isolar o conceito de fungio
como ele hoje se nos apresenta foi uma tarefa dificil e que demandou muito tempo e
trabalho por parte de muitos matemdticos ilustres. Vale lembrar que o libertar do



TERRA E CULTURA, ANO 10, N° 21 51

conceito de fungdo que imperava na época, aquele de "libero manus ductu”, conduziu
a desenvolvimentos importantes em toda a matematica tais como o das séries trigono-
métricas, conhecidas na atualidade por Séries de Fourier, bem como do surgimento e
desenvolvimento do que em geral € conhecido como a teoria dos Conjuntos de Cantor.
Além desses aspectos que fazem parte do desenvolvimento histérico da matemdtica, o
conceito de fungdo se acha imerso em todos os campos da Matematica atual e no das
suas aplicagdes as ciéncias da natureza, as ciéncias humanas e is ciéncias sociais; e desse
modo o seu estudo estd mais do que justificado. O préprio modelo de um continuum, o
qual emergiu como uma representagdo idelizada dos nimeros reais numa reta, est
estreitamente vinculado como vimos a um tipo especial de fungio, aquele de correspon-
déncia biunivoca. Cabe destacar que o conceito de continuum tem desempenhado nos
fundamentos conceituais da Matematica um importante papel ¢ mesmo toda a nossa
ciéncia e tecnologia sobre ele se assenta. Quando a matemitica é aplicada as outras
ciéncias, procura-se sempre determinar de que maneira uma dada grandeza, objeto de
estudo, se relaciona com certas varidveis pertinentes. Via de regra, as informagdes de
que dispomos sobre tal grandeza sdo expressas através de certas equagdes diferenciais,
cujas solugdes sdo dadas por fungdes que nos fornecem informagdes sobre a grandeza
sob investigagdo. Outras vezes as informagdes de que dispomos sdo expressas através
de equagdes de diferengas finitas e aqui mais uma vez as respostas nos sio propiciadas
por certas fungdes. Mesmo quando ndo nos € possivel obter com precisdo os dados com
0s quais estamos lidando numa dada situagdo, ou seja quando estamos na presenca da
aleatoriedade, as respostas desejadas sao expressas por varidveis aleatorias que nada
mais sd0 do que fungdes cujos dominios sdo dados espago de eventos e por conseguinte
cujos valores sao assumidos com certas probabilidades. Podemos continuar apresentan-
do mais e mais situagdes tanto da Matemadtica quanto de suas aplicagdes aos variados
setores do conhecimento e com seguranga afirmar que os conceitos de nimero e de
fung@o, sdio os dois mais importantes e mais proficuos de toda a ciéncia seja ela pura ou
aplicada.

(2) Qual a importancia do estudo de fun¢do na matematica de primeiro e na de
segundo graus? Como tal conceito deve ser trabalhado em ambos os niveis de modo que
o estudante reconhega as suas conexdes com t6picos especificos da matemdtica e com
outras disciplinas do seu curso?

Tendo em mente as consideragdes feitas na questdo anterior as quais pdem em
destaque o cardter universal de utilizagio de tal conceito em todos os campos da
matemética e das suas aplicagdes as ciéncias e uma vez que a matemdtica elementar é
o nivel preparat6rio a patamares mais elevados da pirimide do conhecimento, € evidente
que o estudo de fungdo ndo poderd deixar de ter sua importancia realgada neste nivel de
ensino. Agora, uma questdo importante é o que se coloca na segunda parte da questio
acima: como se deve trabalhar neste nivel tal conceito e qual a sua imediata utilidade?
No que diz respeito ao primeiro grau, o conceito de fungdo pode ser introduzido e
trabalhado via os processos de contagem e de medida, através de exemplos concretos e
quando possivel tirados do cotidiano do estudante, conforme ji expressamos na parte
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2, ndio sendo aqui necessdrio repeti-los. Os exemplos tratados devem procurar enfatizar
lanto o aspecto aproximativo quanto o preciso, € isto ficou patente naqueles por nos
considerados, bem como a conexio feita com tépicos da matemadtica tais como as
progressoes aritméticas e geométricas. Nesse nivel outros exemplos de fungdes que sdo
consideradas sdo as lineares, afim e as fungbes quadréticas. Sugerimos, no que diz
respeito as fungbes quadriticas, conforme j enfatizamos anteriormente, que no seu
estudo a questdo relativa aos seus zeros complexos, se ndo feito em profundidade, mas
que pelo menos as raizes complexas sejam introduzidas e trabalhadas. Agora, com
relagio ao segundo grau, em continuidade ao estudo anterior e seguindo os mesmos
procedimentos metodolGgicas, deve-se introduzir de inicio as fungdes polinomiais
chamando a ateng3o para o teorema fundamental da 4lgebra, conforme salientamos na
parte 2. Em seguida devem ser estudadas as fungbes: exponencial, logaritmica, seno e
co-seno. Estas s30 as mais importantes fun¢des da matematica elementar, uma vez que
por um lado sdo os primeiros exemplos de fungdes transcendentes e por outro elas
constituem os fundamentos de importantes processos que ocorrem na natureza. Assim
¢ que a fungio exponencial se encontra na base dos processos da natureza para os quais
um decaimento ou crescimento de uma dada grandeza se verifica com o passar do tempo.
Este é o caso da desintegragdo radioativa muito utilizada na datagdo arqueolégica por
radiocarbono. Um outro aspecto da fungdo exponcial que deve ser explorado ¢ o
relacionado com o cilculo de juros continuamente compostos. Enfim existem outras
situacdes nas quais a fungio exponencial desempenha um importante papel na sua
modelagem, como € o caso da variagio da pressdo atmosférica com a altitude, no
processo de aquecimento ou esfriamento de um corpo na atmosfera, etc.. Todos esses
exemplos para serem devidamente formulados devem langar mio dos métodos infini-
tesimais. Sem esses recursos tao somente as férmulas poderdo ser apresentadas e mesmo
que s6 se faca isto, deve-se chamar a ateng@o para este importante aspecto da fungdo
exponencial. No que diz respeito as fungdes trigonométricas seno € co-seno elas se
acham na base dos processos da natureza e para os quais uma dada grandeza varia de
modo que seus valores sio repetidos de modo peri6dico. Uma situagdo concreta nos €
apresentada pela descrigio matemitica do movimento de um péndulo, bem como o
movimento descrito por uma pequena massa presa a uma mola, etc.. Para que se possa
apreciar devidamente tais fungdes devemos considerar também aqui os métodos infini-
tesimais, sem os quais, como frisamos na parte 2, muitas propriedades importantes
deixam de ter uma resposta satisfat6ria, como € o caso do tragado dos seus gréficos.
Conforme j4 salientamos antes, apesar dessas fungdes diferirem consideravelmente das
fungdes polinomiais, no entanto os métodos infinitesimais, quando propriamente utili-
zados nos permitem expressar todas estas fungdes em termos de polindmios infinitos
denominados séries de poténcias. Somos de opinido que numa segunda etapa de
apresentagio de tais funcdes, no iltimo ano do segundo grau, uma tal visdo deva ser
explorada. Retornaremos a este ponto na iltima questdo desta parte. Para encerrar
gostarfamos de acrescentar que sem uma tomada de consciéncia por parte do professor
procurando contactar obras onde tais assuntos sdo apresentados com méo de mestre,
dificilmente os seus horizontes se alargardo, comprometendo se isto ndo for feito a
formagdo dos seus estudantes, uma vez que sem esta postura dificilmente uma visao
profunda, penetrante e duradoura poderd resultar.
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(3) Mesmo sendo fungao uma representago mais genérica do que equagao, no
entanto por que na matemitica elementar inicia-se o estudo pelas equagdes e nao pelas
fungdes? De que maneira tal quadro pode ser revertido e como devemos proceder na
apresentagio dos conceitos neste caso?

Antes de qualquer outra coisa, perguntamos: serd que é correto afirmar que
fungdo € uma representagio mais geral que equagdo? A resposta tanto pode ser
afirmativa como negativa. Ela € positiva quando dispomos a priori do conceito de fungio
f(x) e desse modo uma equagio serd simplesmente os zeros de tal fungio, ou seja, aqueles
x do seu dominio para os quais f(x)=0; todavia, mesmo aqui pode nem sequer existir x
para o qual f(x)=0, como € o caso da fungido exponencial. Por outro lado, o conceito de
uma equagao pode mesmo nem sequer possuir qualquer vinculo com o de fungao. Por
exemplo, como jd observamos na parte 2, a equagdo x“+y :9 ¢ satisfeita unicamente
pelo simples par de valores x=0 e y=0; enquanto a equagio x‘+y2+ 1=0 ndo € satisfeita
por nenhum par de valores x e y reais. No entanto a equagio x2+y2—1=0, para cada
-1<x<1, possui duas solugdes distintas y =+ V1 —x” . Tdo somente quando prescreve-
mos um dos sinais em cada -1 < x < 1 é que obtemos uma fungio, no sentido que
emprestamos ao seu significado de "fungdo univoca”. Outros excm}plos podem ser
exibidos de situagdes similares, como € o caso da equagio x+y+z+xyz =0 e para a qual
¢ possivel mostrar que ela define z implicitamente como uma fungdo de x e y numa
vizinhanga de x=y=2=0. Estes exemplos nos mostram que nem sempre de uma dada
equagao, digamos F(x,y)=0, podemos concluir que ela tem uma solugdo y=f(x). Eles s6
podem ser analisados langando mio de técnicas avangadas da matematica superior, no
estudo que se faz das fungoes definidas implicittamente.

Do exposto depreende-se que nio hd porque priorizar o conceito de fungdo ao
de equagdo. Eles sdo conceitos que podem, e devem, ser introduzidos de maneira
independente e quando for o caso que se faga a devida vinculagdo. Vale lembrar, como
salientamos na parte 2, que foi uma questio relacionada com a solubilidade de equagdes
‘algébn‘cas de grau n por radicais, que conduziu Ruffini, Abel e Galois 4 criagdo da teoria
dos grupos tdo importante para os desenvolvimentos subsequentes que se observaram
na dlgebra.

(4) Por que, em geral, os estudantes do segundo grau nio fazem a interpretagao
dos grdficos apresentados nas disciplinas de quimica, biologia e fisica da maneira como
tal contetido € trabalhado na matemética? Como tal situagdo pode ser contornada?

De inicio vamos esclarecer um ponto que algumas vezes nao se’leva em conta.
Estamos nos referindo a postura dos docentes de matematica e das disciplinas de
quimica, biologia e fisica frente ao préprio conceito de fungio, jd que os graficos nada
mais sa0 que uma sua representagdo. Pois bem, o professor de Matemética e os
professores dessas disciplinas diferem algumas vezes com respeito a énfase que colocam
sobre o préprio conceito de fungao. O professor de matemética enfatiza a lei de



TERRA E CULTURA, ANO 10, N° 21 54

correspondéncia, quer dizer, a operagdo matemdtica que € aplicada a varidvel inde-
pendente x para obter o valor da varidvel dependente y. Neste sentido f( ) € um simbolo
para uma operagao matematica; o valor y=f(x) € o resultado de aplicar a operag@o f( )
aoniimero x. Por outro lado, os professores das outras disciplinas citadas estao, algumas
vezes, mais interessados na propria grandeza y do que em qualquer procedimento
matemdtico através do qual os valores de y possam ser calculados através de x. Assim,
por exemplo, pode ser determinado por experimento que a resisténciar ao deslocamento
de um dado objeto em certo meio depende da sua velocidade v, quando ou ndo uma
férmula matematica explicita para calcular r=f(v) seja conhecida, a ndo ser que uma tal
formula possa ajudar na andlise do comportamento da grandeza r. Esta, via de regra, ¢
a atitude ordinariamente tomada quando a matematica € aplicada a estas disciplinas e
acreditamos que ela possui uma forte componente psicolégica que é passada de modo
sutil, algumas vezes niio proposital, aos estudantes do segundo grau ou nio. Um outro
aspecto que gostariamos de colocar € que a obtengdo efetiva de uma férmula expressan-
doa dependéncia funcional entre duas varidveis, quase sempre € uma tarefa muito dificil.
Na maioria dos casos somente langando mao de técnicas avangadas, tal como as
proporcionadas pelos métodos infinitesimais, € que se pode efetivamente obter uma
férmula explicitando uma varidvel em termos de outras. Mas, mesmo assim uma andlise
completa do grifico de uma dada fung@o requer tais métodos para a sua efetiva
compreensao. Como vemos hd limitagdes tanto psicoldgicas quanto técnicas. Mas se
deixarmos de lado estas questdes, o que pode efetivamente ser feito para que o estudante
possa ter um procedimento similar na interpretagao dos grificos de suas fungdes nas
diversas disciplinas do seu curso? Acreditamos que isto depende tao somente dos seus
professores. Eles devem utilizar concomitantemente os dois tipos de matemética refer-
enciadas na introdugdo desta parte: Matemdtica de aproximagdo e Matemitica de
l precisao. Os professores de Matematica utilizarem um pouco da matematica aproximada
' e os demais professores procurarem se "aproximar” mais da matemdtica de precisao.
Em outras palavras, o professor de Matemética deve considerar exemplos de fungdes
tirados dos textos de outras disciplinas e proceder a sua interpretagao gréfica e vice-ver-
sa, os professores de quimica, biologia e fisica devem dar um tratamento similar ao que
¢ apresentado, quando possivel, por seus colegas da matematica. Isto além de gerar uma
verdadeira interdisciplinariedade , tio em voga, vird esclarecer e resolver um dilema do
estudante: sera que as fungdes de que trata a matematica nao tém nada a ver com as que
estudamos em quimica, biologia e fisica e reciprocamente?

(5) Expresse sua opinido sobre os conteiidos de matemitica atualmente distri-
buidos nos cursos de primeiro e segundo graus, no que diz respeito a: quantidade,
adequabilidade e atualidade.

Convém que fagamos inicialmente algumas consideragdes de natureza geral
sobre uma outra questdo que julgamos ser de relevancia para o tema abordado dos
conteiidos matemdticos dos cursos de primeiro e segundo graus e que consiste no
processo de interagdo entre os niveis de ensino superior e médio, no que tange
especificamente 2 Matematica. Assim procedemos uma vez que, como € bastante claro,

e
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0s contetidos matemdticos alocados na matemdtica de nivel médio visam, entre outras
coisas, preparar o estudante para seus contatos posteriores com técnicas matematicas
avancadas. Além do mais, em nossos contatos com professores e estudantes, sempre
escutamos que existem dificuldades, de ambas as partes, tanto psicolégicas quanto
técnicas, em ultrapassar as fronteiras de um nivel para o seguinte, superando assim as
descontinuidades que foram geradas. Neste contexto é que devemos nos concentrar
colocando algumas idéias com respeito aos contetidos de matemética do primeiro e
segundo graus, ndo somente no que tange a quantidade, adequabilidade e atualidade,
mas principalmente no quesito qualidade, de maneira, quem sabe, possam contribuir
para suavizar aquelas descontinuidades.

O processo de interagdo entre os niveis médio e superior pode se dar de diversas
maneiras, entre as quais citamos: realizagdo de semindrios nas escolas, sobre temas
especificos, cursos de aperfeigcoamento e de especializagdo para professores do ensino
médio, etc.. Em tal processo de interagio visa-se, além da aproximagdo citada, a
melhoria do ensino da Matemética em termos de contetido e também no sentido de
mostrar as conexdes da Matemdtica com outros campos do conhecimento. Quando
afirmamos que devemos nos preocupar com o contetido de matematica que € ensinado,
isto ndo significa necessariamente que devemos ensinar bastante, mas que enxerguemos
0 quanto € bastante para ser ensinado. Nio € dificil comprovarmos que nos dias de hoje,
tanto a maioria dos textos quanto o ensino da Matematica, tém degenerado, com
frequéncia, em um inécuo entretenimento de resol ugdo de problemas, os quais se bem
que possam desenvolver uma habilidade formal, ndo conduz por outro lado a uma
compreensao efetiva, nem tampouco a uma maior independéncia intelectual. A maioria
dos textos da atualidade sobre a Matemdtica Elementar nio fornece a professores e
estudantes do nivel médio aspectos realmente substanciais dos tépicos abordados,
fixando-se quase que exclusivamente em lugares comuns e desse modo nio oferecendo
nenhum roteiro seguro que conduza diretamente ao que € de interesse a partir dos fatos
fundamentais e dai para pontos avangados donde se possa divisar a substincia e a grande
forga da Ciéncia Matemitica. No que diz respeito as conexdes da Matemdtica com os
outros campos do conhecimento, devemos observar que em decorréncia de que, na
atulidade, a pesquisa matemdtica tem se caracterizado por uma excessiva insisténcia
numa matemética de precisdo, com uma énfase predominantemente abstrata € como
decorréncia disto tendendo mais e mais para uma superespecializacdo, perde-se com
1sto ndo somente as conexdes com outros campos do conhecimento como também das
aplicagbes da Matemitica; quer dizer, esta postura de se fazer matematica, tende, com
0 passar do tempo, a aumentar cada vez mais o fosso de separagao entre a matematica
e os utilizadorees da matematica que primam, com excesso também desse lado, em
praticar tdo somente uma matemdtica aproximativa; quando, como j4 salientamos antes,
0 que deveria ocorrer era um equilibrio entre elas, uma iluminando facetas obscuras da
outra. No entanto tal estado de coisas nio deve justificar um posicionamento de
retraimento € muito pelo contrério uma reagio oposta tanto pode quanto deve partir
daqueles que se sentem conscientes do valor intelectual da Matematica e que se objetive
por uma compreensao profunda da Matematica como um todo orgénico e que a mesma
seja o fundamento para todo pensamento e agdo cientifica.
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Todo este quadro tem implicagbes profundas em todo o processo de ensino-
aprendizagem ndo s6 da matemdtica elementar, uma vez que a maioria dos textos
utilizados neste processo peca seja pela falta de profundidade nos temas abordados, ou
quando este ndo € o caso, tratam os contéudos de modo totalmente desvinculados das
aplicagoes. Como entdo reverter este quadro? Para isto, seria necessério que fossem
introduzidos textos, e mesmo traduzidos de outros idiomas, os quais fornecessem a
professores e estudantes aspectos realmente substanciais dos contetidos tratados, evi-
tando por conseguinte os lugares comuns tao falcilmente encontrados na grande maioria
dos livros-textos da atualidade. Vai aqui um nosso testemunho. Quando estudante de
primeiro e segundo graus tivemos a felicidade de, na época, dispormos de textos
excelentes na drea de Matematica. Recordamos, com um pouco de saudade daqueles
tempos, as obras do Ary Quintela em sete (7) volumes e cobrindo toda a matematica de
primeiro e segundo graus; a obra do Thales Mello de Carvalho para o segundo grau de
hoje e a obra de Manoel Jairo Bezerra com as mesmas caracteristicas da anterior.
Acreditamos que tais obras, com as devidas atualizagdes ao momento de hoje, seriam
ainda de grande utilidade para os professores e estudantes. Infelizmente estas obras nao
se encontram mais a nossa disposi¢do, a nao ser nas livrarias tipo Sebo e olhe 14! Estes
livros preenchem, ainda hoje, dois dos quesitos mencionados: quantidade (com quali-
dade) e adequabilidade. Além das obras citadas, cabe destacar, pela sua clareza e
profundidade de concepg¢ao, os livros do matemdtico (paranaense) Algacyr Munhoz
Miieder, cobrindo nos seus sete (7) volumes toda a matematica de primeiro e segundo
graus. Todas estas obras que acabamos de citar, vale destacar, nao faziam aplicagcoes
especificas seja na quimica ou na fisica, no entanto, existiam obras de nivel equivalente
nestas dreas onde isto era plenamente satisfeito. Todavia o contetido matematico de cada
uma delas era o que desejavamos que a maioria dos textos da atualidade contivesse, e
que, lamentavelmente, d4-se exatamente o oposto!

Tendo em mente o exposto, vamos em seguida apresentar algumas idéias sobre
t6picos da matemdtica elementar os quais julgamos essenciais para o desenvolvimento
matemdtico tanto dos professores como dos estudantes desse nivel de ensino. Os
conte;udos que apresentaremos, como sugestdo, visardo muito mais a formacio do
préprio professor, mas evidentemente tudo isto pode ser perfeitamente adequado ao seu
processo de transmissao desses contetidos; ou seja, na prépria montagem dos programas
de matemadtica se refletiriam a visdo por ele adquirida no seu processo de aquisigdo de
conhecimentos. Nao adianta reformar os programas dos cursos se ndo fizermos o que é
mais essencial e primdrio o burilamento cultural do préprio professor. As pessoas s6
transmitem o que elas sabem e isto s6 pode ocorrer na medida que elas tenham tido
oportunidade de obter um profundo conhecer dos temas com os quais venham se
encontrar envolvidas. Os conteiidos que apresentaremos, por si s6, jd indicardo a qual
dos niveis de ensino os mesmos se aplicam, no entanto, para facilitar, convencionaremos
que os indices I e Il indicardo, respectivamente, os niveis de primeiro e segundo graus.
Vamos designar nossa proposta de "Métodos da Matemdtica Elementar de Um Ponto
de Vista Superior”, a qual se acha estruturada da seguinte maneira: A- Métodos
Aritméticos - Estatisticos: B- Métodos Algébricos - Analiticos; C- Métodos Geométri-
cos - Computacionais.



TERRA E CULTURA, ANO 10, N° 21 i

No desenvolvimento de cada um desses "métodos" deve-se explorar a aborda-
gem histérica da disciplina em concomitancia ao desenrolar de seu conteddo. A
exposi¢ao histérica, quando fiel e cheia de esclarecimento, mostra-nos a situagio da
disciplina com o fluir do tempo e acreditamos que isto seja importante e motivador tanto
para o docente quanto para o aluno. Feitos estes preliminares, vamos em seguida
apresentar os topicos que, em nossa opiniao, devem ser desenvolvidos em cada um dos
métodos considerados.

A- Métodos Aritméticos-Estatisticos

I- O Processo de Contagem e a base l6gica dos nimeros naturais. Dados
estatisticos e contagem . Lidando com os nimeros. Gréficos de composicio, de barras
e lineares. Histogramas e poligonal de freqiiéncias. Métodos estatisticos de contagem.
O Processo de medida e a base I6gica dos niimeros racionais. Medindo a incerteza e o
conceito de probabilidade. Ntimeros racionais e fragdes decimais. Calculo com niimeros
aproximados. Conceitos da teoria dos erros. Os processos de contagem e de medida e o
conceito de fungdo. Caos na calculadora.

II- Segmentos incomensurdveis e os nimeros irracionais. Fragdes decimais
infinitas e nimeros irracionais. Os mimeeros reais e o conceito de limite. Correspon-
déncia biunfvoca entre os nimeros reais ¢ os pontos de uma reta. Experimentos
aleat6rios e probabilidades matemiticas. Combinatéria e probabilidades. Regras ele-
mentares do Célculo de Probabilidades e Aplicagoes. Nogdes sobre Varidveis aleatérias
e suas distruigbes na reta. Alguns tipos especiais de distribui¢do: binomial, Poisson,
Gauss, etc.,
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2) G. Ifrah, Os Niimeros: a histéria de uma grande invengado. Editora Globo,
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Mec-Fename, Rio de Janeiro (1981);

4) D. Blackwell, Estatistica Bésica, Editora McGraw-Hill do Brasil Lida., Sdo
Paulo (1973);
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7) W. Feller, elementos da Teoria de Probabilidades, Vol. 1, Editora Edgard
Bliicher, Sao Paulo (1979);

8) H. Cramer, Elementos da Teoria de Probabilidades ¢ Algumas de suas
Aplicagdes, Editora Mestre Jou, Sao Paulo (1973);

9)G. Polya, A arte de Resolver Problemas, Editora Interciéncia, Riode Janeiro
(1978);

10) T. Dantzig, Nimero: A Linguagem da Ciéncia, Zahar Editores, Rio de
Janeiro (1970);
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Matematica da Open Univeristy, Editora da Universidade de Brasilia, Brasilia (1985);

13) L. Stewart, Serd que Deus Joga Dados? Jorge Zahar Editor, Rio de Janeiro
(1991).

B- Métodos Algébricos-Analiticos

I- O plano cartesiano. Equagdes de retas e curvas. Relagdes e o conceito geral
de fungdo. Funcbes lineares e relagdes lineares. Fungbes-Poténcias. Polindmios e
equagdes polinomiais. Diferencas finitas e aplicagdes. nimeros complexos e equagdes
quadriticas. Mapeamento logistico. Cascata duplicadora de periodo.

11- Interpretagio geométrica dos nimeros complexos. Férmula de De Moivre
e Raizes da Unidade. O Teorema Fundamental da Algebra. Nimeros Algébricos e
Transcendentes. Angulos e Coordenaadas Polares. Fungoes algébricas e transcendentes.
As Fungdes seno e co-seno e os processos periédicos. Gréficos polares. Sequéncias. A
Funcdo Exponencial e os processos de decaimento e crescimento. As Fungdes logarit-
micas. A Férmula de Euler ¢™ = cos x + i sen x. Escalas e Métodos Gréficos. Idéias de
base do Célculo Infintesimal. As Fungdes exponencial e logaritmica via os métodos do
calculo. Aproximagdes e desenvolvimentos de Taylor. As fungdes hiperbdlicas. Cdlculo
de dreas e volumes pelos métodos infinitesimais.

Sugestdo Bibliogréfica para B:

14) As referéncias 6). 11) e 13) da parte A.

15) E. Batschelet, Introdugdo 2 Matematica para Biocientistas, Editora Inter-
ciéencia e Editora da Universidade de Sao Paulo, Rio de Janeiro (1978);
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16) M.Baron, Indivisiveis e Infinitesimais - unidade 2 do Curso de Histéria da
Matematica da Open University, Editora da Universidade de Brasilia, Brasilia (1985);

17) U. D’Ambrésio, Célculo e Introdugdo a Andlise, Companhia Editora
Nacional, Sao Paulo (1975);

18) K. Whipkey, M. Whipkey, Cdlculo e suas Muiltiplas Aplicagdes, Editora
Campus, Rio de Janeiro (1982);

19) C. Boyer, Hist6ria da Matematica, Editora Edgard Bliicher, Sao Paulo
(1981);

20) K. Ribnikov, Histéria de las Matematicas, Editorial Mir, Moscou (1987),

21) A. Aaboe, Episédios da Historia Antiga da Matematica, Sociedade Brasi-
leira de Matematica, Rio de Janeiro (1984),

C- Métodos Geométricos-Computacionais.

I- A Geometria computacional da Tartaruga e os Conceitos basicos da Geo-
metria Euclidiana. Pontos, retas e planos. Angulos e Tridngulos. Congruéncias. Como
funciona um sistema dedutivo. Retas e planos perpendiculares no espaco. Retas parale-
las em um plano. Retas e planos paralelos. Regides poligonais e suas dreas. Semelhanga.
Construgdes geométricas com régua e compasso. A geometria fractal da natureza.

[I- Geometria analitica no plano. Utilizando a geometria de coordenadas na
demonstragdo de teoremas da Geometria Euclidiana. Circunferéncias e superficies
esféricas. Os problemas insoliveis da antiguidade. Areas de circulos e setores. Os
solidos e seus volumes. Geometria e vetores. Operagdes com vetores. Os produtos
escalar e vetorial. Produto vetorial e determinantes. Matrizes e suas inversas. Depen-
(déncia e independéncia lineares. A Geometria Computacional e adinimica Newtoniana.
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23) As referéncias 15), 19), 20) 21) da parte B.

24) S. Papert, LOGO: Computadores e Educagdo, Editora Brasiliense, Sio
Paulo (1985);

25) E. Moise, F. Downs Jr., Geometria Moderna, Editora da Universidade de
Brasilia e Editora Edgard Bliicher Ltda., Sio Paulo (1970);

26) A. Pogorelov, Geometria Elemental, Editora Mir, Moscou (1974).




TERRA E CULTURA, ANO 10. N“ 21 60

Para encerrar estas nossas consideragdes apresentamos em seguida duas his-
torias perturbadoras. A primeira delas trata de um homem que desejava aprender a matar
dragoes, de autoria do chinés Dschuang Dsi, com acréscimos do matematico francés
~ René Thom; enquanto que a outra, andnima, diz respeito a paranGia que uma centopéia
desenvolveu no processo de compreender o seu movimento.

A primeira histéria:

"Era uma vez um homem
que desejava aprender como matar dragdes
e empenhou tudo que possuia
para tornar-se um mestre na arte.
Apés trés anos
ele estava totalmente preparado,
mas ah! ele ndo encontrou nenhuma oportunidade
para praticar suas habilidades.”
Dschuang Dsi.

"Como consequéncia ele comegou a
ensinar como matar dragdes.”
René Thom.

A segunda histéria:

"A centopéia vivia bem contente
até que o sapo, por brincadeira,
perguntou-lhe: "Que perna vocé move primeiro?”
Isto perturbou-a de tal maneira
que hoje ela passa o dia inteiro
pensando como andar novamente."
(Andnimo)
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